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Resumo

Estudamos a estabilidade linear da acreo simtrica e estacionria de um condensado fan-
tasma (descrito por uma teoria no linear de um campo escalar) no buraco negro de
Schwarzschild. Usamos dois mtodos: O primeiro, mtodo da integral, introduzido por
Moncrief que deduzido por meio da conservao do tensor energia momento das perturbaes
onde se determina a estabilidade mediante a deduo do sinal da variao temporal da energia
das perturbaes, dada por uma integral de superfcie. O segundo, mais tradicional, analisa
a positividade do potencial efetivo. Veremos que o sistema estvel sob a aplicao de ambos
mtodos. No entanto o segundo envolve clculos longos e para utiliza-lo necessrio conhecer

a forma explcita da soluo do fundo do campo escalar de fundo.
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Abstract

We study the linear stability of the spherically simetric accretion of a ghost condensate
(described by a non linear scalar field) onto a Schwarzschild black hole. We use two
methods: The first one, introduced by Moncrief, is deduced from the conservation of
the energy momentum tensor of the perturbations, and the stability is determined by
means of the signal analises of a surface integral wich describes the temporal derivative
of the energy perturbations. The second method employs the possitivity of the effective
potencial. Both methods yield the result that the system is stable. Nevertheless the
latter requires lengthier calculations and the explicit form of the background solution of

the scalar field.
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Capitulo 1

Introducao

Em mecanica classica um sistema fisico atinge o ponto de equilibrio quando a soma das
forcas que agem sobre ele se anulam. Uma vez conseguido este ponto é necessario definir
se é um equilibrio estavel ou instavel. Em teoria classica de campos a nogao de equilibrio é
mais sutil. Mas, no entanto, podemos afirmar que um sistema estacionario esta sempre em
equilibrio. Para determinar a estabilidade do equilibrio é usada a teoria de perturbacoes!.

No caso de sistemas gravitacionais, a estabilidade de solucoes relevantes das equacoes
de Einstein tem sido bastante analisada. Em particular, a estabilidade linear das solugoes
cosmoldgicas mais representativas foi estudada em [2]. A andlise da estabilidade das
solugoes de buraco negro de Schwarzschild na Relatividade Geral foi iniciada por Regge e
Wheeler em 1957 [3], utilizando uma decomposigao tensorial das perturbagdes lineares da
métrica em harmonicos esféricos. Foram obtidas perturbacoes de dois tipos segundo a sua
paridade: impares e pares. A equacao que rege as perturbagoes impares é uma equagao
diferencial ordindria que hoje leva o nome dos autores [3], e ela permitiu estabelecer que
o buraco negro de Schwarzschild ¢é estavel frente aos dois tipos de perturbagoes lineares.

A estabilidade linear da generalizacao da solugao de Schwarzschild no caso com carga
nao nula (isto é, a solugao de Reissner-Nordstrom) foi estudada em vérias ocasioes [4],[5].
As perturbagoes sao divididas em perturbagoes de paridade impar e par, e foi mostrado

que nao existem solugoes instaveis. E finalmente a solucao de buraco negro de Kerr foi

'Para o caso dos fluidos veja [1].



estudada em [6] e [7] onde foi provado que é estével.

E importante ressaltar que todas estas analises de estabilidade ficaram restritas ao
caso linear. Algumas instancias do caso nao linear foram contempladas em [8] e [9] no
caso do Kerr-Newman (através da evolugdo nao linear das perturbagdes usando célculo
numérico).

Enquanto as solucoes exatas de buracos negros da Relatividade Geral tém relevancia
desde o ponto de vista tedrico, os buracos negros astrofisicos estao freqiiéntemente cerca-
dos por matéria. Isto faz importante o estudo da estabilidade das solu¢oes onde hé acregao
da matéria no buraco negro (e em objetos compactos em geral). O caso mais simples de
acrecao é aquele com simetria esférica, conhecido como acre¢ao de Bondi [10]. A acregao
em estrelas foi estudada inicialmente por Hoyle e Lyttleton [11] dentro do marco new-
toniano. Eles assumiram acrecao esférica e desprezaram efeitos da pressao. Estes foram
incorporados ao modelo por Bondi [10]. Embora este tipo de acregao seja uma forma sim-
plificada de descrever o fenomeno, aplicagoes recentes ([12], [13], [14], [15]) mostram que
o modelo de Bondi ainda pode ajudar a compreensao e classificagao dos comportamentos
da acregao [16]. Portanto, ¢ um ponto de partida para o estudo de situagoes mais reais®.
Estudos de estabilidade da acrecao no buraco negro de Schwarzschild envolvendo técnicas
de sistemas dinamicos foram apresentado em [17].

Analisaremos a acre¢ao de um campo escalar nao linear num buraco negro de Schwarzschild.
Tais teorias escalares téem adquirido importancia nas iltimas décadas em vista da quan-
tidade de dados consistentes com a expansao acelerada do universo (quando analisados
com o modelo padrao da cosmologia que tem como hipdtese a isotropia e homogenei-
dade). Muitos modelos foram propostos para explicar tal fendmeno, como a constante
cosmoldgica, energia escura, dentro da qual temos, quintesséncia, e a k-esséncia. Temos
ainda as teorias que generalizam a Relatividade Geral (como as teorias f(R) [18]) e os
modelos nao homogéneos [19]. Dentro dessas novas propostas estao as teorias de campos

escalares nao lineares que quando acoplados minimamente com a gravitacao, o tensor

2Ver [16] para uma revisdo sobre acregio e suas aplicagoes



energia momento tem sempre a estrutura de um fluido perfeito [20]. Por isso a corre-
spondéncia entre campos escalares e fluidos é muito conveniente, fazendo destas teorias
modelos uteis para muitos fenomenos em Cosmologia. Se o universo estd preenchido por
esse tipo de matéria, se faz importante entender seu comportamento em relacao aos bu-
racos negros. Assim, neste contexto estudaremos a estabilidade da acrecao do fluido,
equivalente ao campo escalar na teoria do chamado condensado fantasma, ao buraco ne-
gro de Schwarzschild. O condensado fantasma foi proposto por Arkani-Hamed como uma
modificagao da gravitagao no regime infravermelho motivado por observacoes cosmolédgicas
[21].

O objetivo principal deste trabalho é estudar a estabilidade da acrecao estaciondaria
de um condensado fantasma no buraco negro de Schwarzschild descrito em [22], usando
o método da integral introduzido por Moncrief em [23]. Este método utiliza as simetrias
do sistema para obter uma expressao integral da variacao da energia das perturbagoes
com o tempo, sendo que o sinal da mesma permite determinar se o sistema é estavel
ou instavel. A caracteristica principal desta abordagem radica em que nao é necessario o
calculo explicito, da integral nem da solugao de fundo, mas somente do sinal da mesma. O
resultado foi que a acrecao estacionaria do condensado no buraco negro de Schwarzschild é
estavel sob perturbacoes lineares. Mostramos ainda que o método tradicional do potencial
efetivo [24] reafirmam nosso resultado. Além disso, os dois resultados concordam com a
anélise do regime nao linear feito usando calculo numérico [25].

No capitulo 2 apresentaremos uma introducao a métrica efetiva, bem como algumas
das suas caracteristicas e usos. Veremos que a métrica efetiva emerge naturalmente de
teorias nao lineares. Tais como fluidos, campos escalares nao lineares, N campos. Faremos
ainda uma breve revisao dos trabalhos realizados pelo grupo de Cosmologia e Gravitagao
do CBPF nesta area.

O capitulo 3 é dedicado ao estudo de dois métodos de analise da estabilidade linear.
O método de Moncrief envolve o uso da conservacao do tensor momento energia das

perturbagoes, enquanto que o método do potencial usa a positividade deste para analisar



a estabilidade.

No capitulo 4 faremos a aplicacao dos métodos num modelo especifico de campo es-
calar nao linear, o condensado fantasma acrescido num buraco negro de Schwarzschild.
Mostraremos que este sistema é estavel frente a perturbacoes lineares sob andlise de am-
bos. E no capitulo 5 apresentaremos as conclusoes e perspectivas para desenvolvimentos

futuros.



Capitulo 2

Métrica Efetiva

A métrica efetiva governa a propagacao das perturbacoes de um fundo fixo em teorias
nao lineares de origem fisica diversa [26]. Ela desempenha um papel importante nos
modelos analogos, pois é a ferramenta fundamental na sua geragao, dado que os mode-
los analogos visam reproduzir as carateristicas cinemaéticas dos sistemas gravitacionais e
fornecem a possibilidade de reproduzi-los no laboratério. O primeiro trabalho em discutir
os modelos andlogos data do ano 1923 por Gordon [27], que estudou a propagacao da luz
em meios dielétricos, regida pela métrica hoje conhecida como métrica de Gordon. Nos
anos seguintes Landau e Lifshitz, no livro ” The Classical Theory of Fields”[1], analisaram
as equagoes eletrodinamicas sob a influéncia de um campo gravitacional num enfoque
complementar ao de Gordon, ja que utilizaram o meio dielétrico para simular o campo
gravitacional [28]. Dentro do marco acustico houve diversos trabalhos como o de Moncrief
[23] cuja técnica é altamente relevante neste trabalho de tese. Mas talvez o artigo que
iniciou a etapa moderna, onde os modelos analogos comecaram a ter mais relevancia na
comunidade cientifica foi o trabalho de Unruh [29] em 1981. Ele usou o poder da analogia
dos fluidos para explorar assuntos fundamentais relacionados a radiacao de Hawking. En-
tre os modelos que conformam a ampla lista encontramos desde modelos classicos, como
os fluidos newtonianos até modelos quanticos como o condensado de Bose-Einstein [28].

Veremos neste capitulo o surgimento da métrica efetiva numa teoria escalar nao linear



genérica. Especificamente ela provém da linearizacao, com relacao a um fundo fixo.
Como resultado deste processo a métrica efetiva carrega uma dependéncia da geometria
do fundo e da configuracao da solucao de fundo da teoria em questao. Esta nova geometria
descrita pela métrica efetiva descreve um espacgo-tempo curvo e lorentziano. Inclusive se o
espaco de fundo é newtoniano a geometria efetiva é sempre curva. Assim, as perturbacoes
evoluem neste espago-tempo efetivo.

O exemplo mais simples para entender o procedimento de linearizacao e obtencao da
métrica efetiva é o caso das perturbagdes (som) num fluido barotrépico e irrotacional em
movimento [28] . Neste caso a métrica efetiva se manifesta de maneira natural a partir
das equacoes da dinamica newtoniana, como veremos em detalhe na se¢ao subseqiiente.
Neste modelo a métrica efetiva (ou métrica actstica) governa a propagacao das ondas
de som no fluido. Caso o fluido se torne supersonico, surge um buraco mudo, que é o
analogo acustico dos buracos negros na Relatividade Geral. Dado que fluidos irrotacionais
e barotropicos como os do exemplo anterior sao descritos poruma lagrangiana veremos no
final do capitulo como a nogao de métrica acistica pode ser estendida a qualquer sistema

que seja descrito poruma lagrangiana genérico.

2.1 Perturbacoes num fluido em movimento.

A base do modelo explora o dominio da dinamica de fluidos newtonianos [26]. A rep-
resentacao esquematica da propagacao das perturbagoes num fluido em movimento é

mostrada na Fig. 77?7

As equagoes fundamentais da dinamica newtoniana dos fluidos sao a equagao de con-

tinuidade

Dp+V - (pT) =0, (2.1)

e a equagao de Euler

d?_ N — =\ — —
p—t:p[ﬁtv+<v~V) v]:F, (2.2)



Figura 2.1: Representagao de um fluido em movimento (linha verde) que arrasta as ondas
de som (linhas vermelhas)

—

— . . . . ’
onde p e v sao respectivamente a densidade e a velocidade do fluido, F' ¢é a forca total
volumétrica que inclui a forca devida a pressao, a gravidade newtoniana e eventuais forcas

externas arbitrarias.

Supondo que o fluido nao tem viscosidade e nao esta sob influéncia de forgas externas,
— —
tal que a unica forca presente é a forca devida a pressao dada por F' = —Vp, a equagao

de Euler se escreve como

|
1
6t7:7x<€x7>—%—§€72. (2.3)

Partimos da suposicao de um fluido irrotacional, com a qual podemos definir o potencial
H

da velocidade ¥ = V ¢. Ainda, se consideramos o fluido como fluido barotrépico, onde a

densidade depende somente da pressao, p = p(p), a entalpia h é definida em fungao de p

unicamente, ou seja,

P dy 1
h(p) :/ p, — . Vh= —?p.
o pP) p

Com estas consideragoes sobre o fluido a equagao de Euler se reduz a

—0p+ h + %(5’ ¢)? = 0. (2.4)



A linearizagao das quantidades p, p e ¢ se realiza em torno do fundo representado por

Po> Do, ¢o-

P = p0+€p1+0(€27€3,...),
= p0+6p1+0(62,63,...), (2.5)

p
o = ¢0+egb1+0(62,63,...),

onde ¢ é uma quantidade pequena cuja poténcia representa a ordem da perturbacao.
Desprezando os termos com ordens maiores que um, e usando a equagao (2.5) , a entalpia
toma a forma

h=ho+el ... (2.6)

Po

Substituindo as equangoes (2.5)na equagao de continuidade (2.1), obtemos
— — 0 — — — 1
|:atp0 + V- (Po V%)] €+ [(%pl + V- <P1 Voo + po V¢1>} e =0. (2.7)
O termo com o fator € é a equagao de continuidade (2.1) para as solugdes do fundo,
— —
pg+ V- (Po V%) =0, (2.8)

com isto, temos que

Opr + ¥+ (pn Voo + po Vo) =0, (2.9)

A equacgao de Euler (2.4), analogamente a equagao de continuidade, resulta também em

um par de equagoes, depois de considerada a equagao (2.5) ,isto é,

1l /= 2
060+ ho+ 5 (v ¢0) ~ 0, (2.10)
0+ L N -V ¢, = 0. (2.11)

Po



Da equagao de estado e da equagao (2.11), temos

o
pl_ap

ap - —
=2 (960 + ¥ 60+ ¥ ). (2.12)
0 Ip
Substituindo (2.12) na equacao linearizada de continuidade [28] obtemos

dp
a2

- = — — ap
OPO (8t¢1+ VoV ¢1>} +V- {Pov%_ 8_p

Po Vo <at¢1 + Vg - ? ¢1>} =0.
(2.13)

0

Esta equacao linearizada descreve a propagacao das perturbacoes ¢, do potencial escalar
linear. Note que py, po, ¢, sao coeficientes dependentes da posicao e do tempo limitados
a satisfazer as equacoes de Euler e de continuidade para um fluido barotrépico, sem
viscosidade e irrotacional. Uma vez obtido ¢, é possivel obter p, e p; usando as equacoes
(2.11) e (2.9) . Conseqiientemente esta equagao descreve completamente o comportamento
das perturbacoes.

Introduzindo a matriz simétrica

-1 -y
w — Po
f 2 i 2 ¢ij i, ’ (2'14)
s | =y (05(5 —UO’UO)

99 99 9 9
7

onde e 75”7 sao indices que indicam coordenadas espaciais e

o _ Op

c; — .
op |,

com ¢, sendo a velocidade de som. A equagao (2.13) pode ser escrita como

O (f*"0u¢1) =0, (2.15)

e onde foram utilizadas as coordenadas z* = (¢, ). Com isto a equagao (2.15) é com-
pletamente equivalente a equagao (2.13), na notagao 4-dimensional que permite facilidade

operacional e correspondéncia com a equacao de D’Alembert para um campo escalar ¢



com uma métrica g, dada por

1

Op = ——
"=

9, ( —ggwam) . (2.16)
Esta correspondéncia mostra que podemos definir a métrica efetiva g como

5= (2.17)

A partir de agora os termos com tilde indicam as quantidades definidas usando a métrica

efetiva. Segue da equacdo (2.14) e da equacao (2.17)que

~ wy . Po. ~_pg
G=det(fv) = -2, =" (2.15)

Portanto
4 -1 —v}
g (t,2") = L ) o 1, (2.19)
PoCs —vh (035” — Uévj)

que é a métrica efetiva inversa. Podemos determinar a métrica efetiva simplesmente

invertendo a equagao (2.19). Usando g"g,., = 0v,

jq“l;; (t,a") =2 ; (2.20)

e o intervalo acustico se expressa, como segue

ds? = 0 [~ 2 + 5, (do* — vidt) (do? — vidt)] . (2.21)
Segue que a propagacao do som num fluido barotrépico, sem viscosidade e irrotacional
é governado pela métrica efetiva (2.21), a qual descreve um espago-tempo efetivo de
Lorentz em (3 + 1) dimensoes. Esta métrica depende das fungdes do fundo, ou seja

fica completamente determinada pela densidade, velocidade do fluido e velocidade do

10



som. E notével que a métrica acustica herde algumas propriedades da métrica do fundo
como causalidade, assinatura e simetrias, como veremos na sec¢ao (3.1). Outro aspecto
a observar é que uma métrica lorentziana geral possui 6 graus de liberdade (em 3 + 1
dimensoes) enquanto a métrica actustica é mais restrita, possui 2, ¢, e ¢;. Assim, o espago-
tempo acustico desta seccao nao pode representar mais que um subconjunto dos possiveis
espago-tempos que solugoes de uma teoria gravitacional visa descrever). E importante
notar ainda que no contexto do espago-tempo acustico a métrica efetiva inversa ¢g"” tem
maior relevancia no sentido que, nas equacoes de movimento ou no tensor momento e
energia ela aparece de forma explicita. A métrica acustica incorpora(para casos com as
simetrias necessarias) varias nogoes da Relatividade Geral como ergo-esferas, horizontes
de eventos, etc.

A deducao da métrica efetiva neste caso foi construida através das equacoes funda-
mentais da dindmica de fluidos mas, como veremos na se¢ao seguinte, o processo pode ser

estendido ao caso de uma teoria descrita por qualquer lagrangiana nao linear!.

2.2 Modelo lagrangiano

Na secao precedente foi introduzida a nocao de métrica efetiva, derivada a partir das
equagoes fundamentais da dinamica newtoniana no caso de um fluido barotrépico, sem
viscosidade e irrotacional. Como, em geral os campos fisicos sao descritos através de uma
lagrangiana, surge a questao se a nocao de métrica efetiva pode ser estendida a todos os
sistemas que sejam descritos por uma lagrangiana. Nesta se¢ao veremos que, de fato, a

métrica efetiva emerge em diferentes teorias nao lineares descritas poruma lagrangiana.

1De fato, o fluido desta secdo também admite uma descricio lagrangeana [28].

11



2.2.1 Calculo da métrica efetiva para uma teoria escalar nao

linear

Consideremos um campo escalar ¢ (x) cuja dindmica é governada pela agdo

SOV = / N (2.22)

onde g é o determinante da métrica do fundo, W = ¢"¥0,,¢0,¢ e L é uma funcao arbitraria

de W e ¢. O tensor momento energia associado é

5
T,, = 5 2L 0,08, — g L, (2.23)

Sgrv

onde Ly = %. A densidade de energia é dada por
p=2W_Ly. (2.24)
Impondo que ela seja positiva, a lagrangeana deve satisfazer,

Ly >0 VI >0, (2.25)

ou

Lw <0 VIV <O.

A equagao de movimento, obtida da variacdo da agao apresentada na equacao (2.22)

com relacao ao campo ¢, vem dada por

2 (V=9Lw " b ) =V =9Ls = 0, (2.26)
onde L4 = 0L/0¢. Perturbando linearmente a solucao de fundo, de maneira que

¢ (t,2") = o (t.2°) + 20y (t,27), (2.27)

12



onde ¢, é o campo de fundo e ¢, a perturbacao e € é uma constante que indica a ordem

da perturbagdo. Podemos expandir a lagrangiana em torno de ¢, da seguinte forma [26]:

LW, ¢) = 'L(Wo,do) +€' (Lo ¢1 + 2Lw g ub1,,9"") + (2:28)
1
+ &2 Ly ¢1,u¢1,y9W + §£¢¢ ¢% + 2£W¢¢1¢0,u¢1,ugw + 25WW(¢0,M¢1,1/9W)2 +
+ O(e%) .

A agéo perturbada é dada por

S— / VoG LLWo, d) + € (Lo by + 2Ly ,61,9") + (2.20)
1
+&? {ﬁw ¢17M¢1,V9W + §£¢¢ Qﬁ + 2£W¢¢1¢0,M¢1,V9W + 2£WW(¢O,M¢1,I/9“”)2 +

+ O(%) }d*x.
Integrando por partes, obtemos

S = [ VR LW 60) + 2w b1,01,9+

1
+§£¢¢ (ﬁ + 2£W¢¢1¢0,u¢1,vgw + 2£WW(¢O,M¢1,U9MU)2] + 0(53)d4$»

onde temos usado a equagao (2.26) para eliminar o termo de ordem €' na equagao (2.29).
O termo de ordem £° na equagao (??) corresponde & agao do campo de fundo, e o termo

de ordem ¢? ¢ a acdo das perturbacoes,

1
Sy = /\/—_g <£W ¢1,,901,9" + §£¢>¢> o7 + 2Lwoh100,4 109" + 2£WW(¢O’“¢1’UQW>2) o
(2.30)

Desta agao podemos agora obter a equagao de movimento correspondente ao campo ¢, :

1
[V -9 (ﬁwgwj + 2£WW9W9VB¢0M ¢0=B) (/51711} w TV _9£¢W9W¢0,u¢1,u_§v —9LppP1 = 0.
(2.31)

13



Esta é uma equacao diferencial de segunda ordem com coeficientes dependentes da con-

figuracao de fundo ¢, e L. Se definirmos

1 = V=9 (Lwg" + 2Lww " 9" bosa Poss )| (2.32)
a equacao (2.31) toma a forma
1
" brwlow AV =9Low " bo,u01, = 5V =9Lss01 = 0. (2.33)

A métrica efetiva g"” se define de maneira equivalente ao caso estudado na se¢ao anterior
= \/—g " (2.34)
Introduzindo a matriz M* = [Lywg"" + 2Lyww 9" 9"’ ¢, ¢,5 Jo, temos que

V=9 =—g [~ det (Liwg" +2Lwwg" 9"’ bg.a 0,5 )| = —gvV—M,

que nos leva a escrever

A — (2.35)

Com isto escrevemos a equacao de movimento das perturbagoes como segue

~ UV 14 1
(\/ —9g" ¢1w> o HLow 9" bo,u01, = 5Lost1 = 0. (2.36)

Este resultado é bastante geral, ja que é aplicavel a qualquer lagrangeana que dependa
somente de um campo escalar e da combinagao de derivadas primeiras dadas por W. A
equagao de movimento serd hiperbdlica somente se a métrica efetiva for lorentziana. Neste
caso as equagoes terao solugdes de tipo onda [30].

Utilizando o método da eikonal, a partir da equagao (2.36), veremos que as per-
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turbacoes de alta energia sao governadas pela métrica efetiva. Seja

¢, = a exp [iY) (z)],

onde 1 é a eikonal e a amplitude [31]. Através dela definimos

Ky

o
o (2.37)

que é normal as superficies definidas por 1) =constante. Depois de substitui-la na equacao

(2.36) obtemos

9" kuky + ky (8¥a+ alowg" d ) + (3" (apw + at) ) + Low g™ b 0. — %ﬁw = 0.

(2.38)
Considerando perturbagoes de alta energia podemos descartar termos nao quadraticos em
k, obtendo assim a equacao

7"k, = 0. (2.39)

O cone de luz efetivo é formado por vetores N#, que sao tangentes a superficie ¢) =constante

e devem cumprir a condi¢do N*k, = 0. Pode-se entao, a partir da equagao (2.39), definir
Nt =g"E,. (2.40)
Se g, ¢ inversa de g, tal que g"g,, = 04, da equagio (2.40) temos
by = (Gu) ™" N, (2.41)
e substituindo isto na equagao (2.39) obtemos
() " NENY = 0. (2.42)

Isto mostra que as perturbacoes de alta energia se movimentam sobre o cone de luz efetivo
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definido pela métrica efetiva (ﬁu,,)f1 e, conseqiientemente, a propagacao das perturbagoes
de menor energia tem lugar dentro deste cone. Entao, podemos escrever a equacao de

movimento para perturbagoes de alta energia como segue:

(V=57"01 ) =0 (243

Como mencionamos, as equagoes de movimento das perturbacoes serao hiperbdlicas se
a métrica efetiva for lorentziana. Esta hiperbolicidade, portanto, impoe novas condigoes
sobre a lagrangiana (levando em conta que a métrica efetiva depende tanto do campo do
fundo como da forma explicita de £). Veremos quais condi¢oes devem ser satisfeitas para

garantir a hiperbolicidade das equagoes de movimento. Considere a expressao [32]
wy o — uv EWW po v
W= g" +2——g""9"¢.a 0,5, (2.44)
L

que é proporcional a métrica efetiva, para Ly # 0. A inversa é

1 0,¢0,¢
()™ = G = K 3= KO,00°3 (2.45)
O coeficiente K vem dado por
K — —okww. (2.46)
Lw

Definindo dois vetores unitdrios, um de tipo tempo 7}, e o outro de tipo espaco .S, portanto

ortogonais entre si, tais que:

G"TT, = 1 (2.47)
¢SS, = —1 (2.48)
¢"T.S, = 0, (2.49)

podemos distinguir diferentes casos:
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1. O gradiente de ¢ é de tipo tempo — 0,¢ = AT, e temos que

T, T, =1 — KA? (2.50)

€
nvs,S, = —1, (2.51)
h*T,S, = 0. (2.52)

Se K A? < 1 a métrica efetiva é hiperbélica e portanto lorentziana e se KA? > 1 a

métrica é de assinatura (+,+, —, —).

2. Se o gradiente de ¢ for tipo espago, temos que d,¢ = AS, e um calculo andlogo
ao anterior mostra que se K A? > —1 a métrica é lorentziana e para KA% < —1 a

métrica é positiva definida.

3. Se o gradiente for nulo, a assinatura é sempre lorentziana.

A seguinte tabela resume a analise

K A? W >0 W <0 W =0

<1 lorentziana - lorentziana

>1 |ass. (+,+,,) - todos os (2.53)
> —1 - lorentziana casos

< -1 - negativa

Da tabela podemos ver que a condicao que descreve todos os casos para os quais a

métrica efetiva é sempre lorentziana é

K0,00"¢ < 1, (2.54)

onde temos A* = 9,¢00"¢ para gradiente tipo tempo e A% = —3,¢d"¢$ para gradiente de
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tipo espaco. Substituindo a expressao para K, obtém-se

com Ly # 0. Assim, uma lagrangiana fisicamente admissivel deve cumprir as condigoes
(2.25) e (2.55).

E possivel calcular a posicao do cone de luz da métrica efetiva com relagdo ao cone
de luz da métrica do fundo também através da derivada da lagrangiana [32]. Seja v um

vetor nulo no espago efetivo g, tal que

Guv"v” = 0. (2.56)

quando substituida na expressao (2.45) temos que

(0,00"¢)
(1 — K9,p01¢)*’

12
G’ = —

(2.57)

e segue entao que se K > 0 o cone de luz de g,, estd dentro ou coincide com o cone de
Guvs € para K < 0 o cone estd fora. O cone de luz efetivo foi analisado em detalhe em [33]

para campos escalares nao lineares e em [34] em eletrodinamica nao linear

2.2.2 Tensor momento energia das perturbagoes

Da agao das perturbagoes definida na equagao (2.30) o tensor momento energia das per-

turbagoes se deduz a partir da definicao,

~ 0S5,
T = o (2.58)
que resulta na expressao
T _ A 1 wo
Tl/ =g ¢1,z\¢1,u - 5611 ¢1,a¢176‘ (259)
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Mostramos neste capitulo como é obtida a métrica efetiva em teorias nao lineares para
um campo escalar. Este pode ser considerado como um caso particular de uma teoria que
abrange multiplos campos escalares, podendo levar ao surgimento de multiples métricas
efetivas, o que traz como consequéncia multirefringéncia e/ou multimetricidade [35] como

veremos na secao seguinte

2.2.3 O caso de N campos escalares

Nesta secao veremos como a métrica efetiva nao sé é resultado natural de teorias nao
lineares com um campo escalar mas também pode surgir em teorias com N campos. Esta
adigao resulta em refringéncia e, em alguns casos, em multimetricidade [35].

Seja ¢ = {¢', ¢, ...} uma colecio de campos escalares cuja dinamica é governada
por uma lagrangiana £(8M¢A, ¢A). Da mesma maneira como no caso de um campo es-
calar, consideramos flutuagoes em torno da solucao da equagao de movimento do fundo.

Escrevemos, ¢ (t, Z) = ¢ (t, ) +epi (t, f)—i—%gb?(t, %)+ 0(e?) e expandimos a lagrangiana

L(0u8", &%) = LOu07, 60) + ¢ {ﬁ 0+ 5 ¢f‘] ¥
; % o % ¢;] " 5 [8(8@1“6)25(8@3) WO 200
2ot ot o i o of | + 0L
A aciio correspondente &
S = [ dte £0,0",0"). (2.61)

Novamente, como no caso de um campo escalar, usamos as equagoes de movimento do
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fundo para eliminar termos lineares, obtendo assim

Ay A i d+1 aQE } A B
S<¢ )_S(¢O>+ 9 / [{3(0,@’4) a<8V¢B) 8ﬂ¢1 8l/¢1+

e o
i {a@mﬂ 957 } Ouo o1t

0*L
+{—8¢Aa¢3} o o7

+ O(€%).

As equagbes de movimento para as perturbagoes agora sao dadas por

0L ., 0L B)
On <{a<au¢/*> 5(6,57) } Ml) O (awA) o5" 1) "

4 B 0?L _( 2L ) B
B S, 000 \astasr ) T

Vamos introduzir a matriz

o 1 ( DL N L >
7 2\00,0") 00,0%) T (0,07 0(0,07) )

que é simétrica sob u, v e A, B. Definimos ainda,

P S ) S
0(0,0") 06" 0(0,67) 09"

FMAB =

Ny < FL P )
2"\ 0(0,06") 9(0,0"%)  9(9,0") 9(0,0"))
que é uma quantidade antissimétrica em A, B. Equivalentemente escrevemos

Lo P
0(0,0™) 06" 0(0,0") 06"

]_—WAB =

1, ( 0°L B 0*L >
27\ 0(0,0") 00,6") 99,07 0(0,0") )

0*L 0*L

=0 GG 07~ G007 05"
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Finalmente definimos

0L 1 0L 1 9L
Ras = 9™ 9¢P + Ea“ (a(auqu) a¢B) * 58“ (a(a,@B) aqu) ’ (2.68)

que por construcao é simétrica em A, B. Com isto podemos reescrever a equacao 2.63 em

termos de fi'5, Tig5, € Kap como

1
0u (14 0,0F) + 5 [Tl 0¥ + Ou(Th OF)] + Kap 0F =0, (2.69)

Esta expressao simplificada descreve um sistema de equacoes diferencias parciais, onde as
quantidades f* 45, I') 5, Kap podem ser interpretadas como a métrica efetiva, a conexao e
o termo de massa, respectivamente. Agora, queremos construir a nogao de métrica efetiva
através das quantidades f*” 45 (como no caso com um campo escalar), mas veremos que
isto nao é sempre possivel.

Consideremos a aproximacao eikonal
¢’ () = e(w) exp[—ip(2)], (2.70)

onde €(x) é uma amplitude que varia lentamente, e () é a fase que varia rapidamente.

Temos

{f*™ ap kuk, +T"ap k, + Kap} € = 0. (2.71)

onde k, = 9,p(x) e € representa os diferentes diregoes de ”polarizagao”. Esta equagao

tem solugdo ndo trivial somente se €(x) é um autovetor nulo da matriz
T aB kuky + 1" ap Ky + Kap. (2.72)
A condicao para este autovetor nulo existir é
det {f*" ap k,k, +T"ap k, + Kap} = 0. (2.73)
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No caso particular de altas energias podemos descartar termos nao quadraticos em £k, e

escrever a expressao (2.71) como

{f*™ ap kuk, }el = 0.

A situagdo mais simples e ideal possivel com relagdo ao surgimento de uma estrutura
geométrica efetiva é que todas as polarizagoes possam ser descritas mediante uma tunica

métrica. Para isto a matriz f*,p deve satisfazer a condicao

" aB = has vV—99". (2.74)

Uma segunda situagao possivel é o caso de multimetricidade onde todas as polarizagoes
sao descritas por métricas independentes. Isto significa que a matriz f* 45 deve ter uma

representacao diagonal da forma,

quAB = diag{fﬂl’b fﬂl’% X3} f#VN} = dla’g{\/_glgiwa \/_9295117 ey 'V _gNgK[V} (275)

Quando f* 45 nao satisfaz a condi¢ao 2.75 a descri¢ao geométrica nao é possivel e teremos
somente refringéncia.
Para ilustrar este assunto veremos o exemplo de dois campos escalares. Fazemos uso

da equagao (2.64), cuja matriz é

o fie
(fip) = , (2.76)
uv nv
21 22
e escrevemos o determinante
det[fipkuk.] = (fi7 f55 — fio f12 ) kukuk,yke = 0. (2.77)
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Se f47% satisfaz a condigdo (2.74), podemos escrever

"1 = hu V—g99",
"2 = ha /—gg", (2-78)
"2 = hi2 V/—g9"".

Com isto, substituindo na equagao (2.77), obtemos

haihas (V/=gg" kuk,)* — hiy (V=99 kuk,)* = 0, (2.79)

(hihay — hiy )(V =99 kuk,)? = 0, (2.80)

o que reflete claramente em unimetricidade. Quando [/} satisfaz a condi¢do (2.75) a

equagao (2.77) resulta na expressao
(f11 bk ) (155 kpko) = 0, (2.81)

e portanto indica bimetricidade. Quando nenhuma das condig¢oes anteriores for satisfeita
nao sera possivel a descrigao efetiva, mas ainda haverd birrefringéncia

Vimos neste capitulo o surgimento da métrica efetiva na teoria de campos escalares e
algumas das suas propriedades. Mas, na realidade, a métrica efetiva nao é apenas uma
particularidade de teorias escalares, ela aparece também em outras teorias nao lineares
como, por exemplo, a eletrodinamica nao linear [34], [36], [37]. A abordagem geral destas
teorias é baseada em acoes com termos adicionais a acao usual de Maxwell induzidos por
diferentes processos. Aplicagoes da métrica efetiva também tem aparecido em areas como
a Gravitacao, Cosmologia e Astrofisica. A continuagao, faremos uma pequena revisao

sobre alguns trabalhos onde a métrica efetiva é aplicada em cada uma destas areas.
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2.3 Algumas aplicacoes da métrica efetiva

2.3.1 Meétrica efetiva em Gravitagao

Teorias escalares nao lineares tém sido usadas em fendomenos fisicos, especialmente em
Gravitacao. Nestas teorias escalares a métrica efetiva foi classificada segundo o tipo do
gradiente do campo escalar, estudando também as diferentes assintaruas permitidas [30].
Ao mesmo tempo, em eletrodinamica nao linear, a métrica efetiva resultante foi expressada
através do tensor energia momento o qual, por ser um tensor simétrico de segunda ordem,
permite usar a classificacdo de Segre [34].

No regime nao linear da eletrodinamica a métrica efetiva tem sido usada para descrever
a propagacao da luz. As nao linearidades no campo eletromagnético mudam o comporta-
mento das geodésicas dos fotons, as quais nao sao mais nulas no espaco-tempo de fondo
mas sim numa geometria efetiva. Esta abordagem permitiu desenvolver toda uma nova
estrutura de tratamento da propagacao da luz. Assim, é possivel obter condicoes gerais
para o cone de luz para diferentes polarizacoes para uma classe de teorias construidas a
partir dos invariantes de gauge com aplicagoes a estudos de birrefringéncia [38], [39]. O
uso da técnica de métricas efetivas neste regime também tem possibilitado o estudo de
processos analogos aos que ocorrem em gravitagao, tais como buracos negros. Os materi-
ais dielétricos sao bons meios para conseguir esta analogia pois sao fontes de espago-tempo
curvos efetivos. O exemplo mais antigo e simples é obtido considerando um meio continuo
com permissividade constante, o qual gera uma geometria dada pela métrica de Gordon.
Resultados gerais foram obtidos ao considerar a variacdo da permissividade em [40]. A
pesar da birrefringéncia ambas métricas possuem o mesmo horizonte e ainda tanto os
fétons que regidos por uma tém uma propagacao qualitativamente similar aos f6tons que
regidos pela outra métrica efetiva. Isto permitiu obter um novo buraco negro analogo que
depende do campo elétrico aplicado. O modelo analogo exato foi reproduzido usando as-
pectos de dtica geométrica conseguindo ainda reduzir a temperatura de Hawking em [41],

[42]. Adicionalmente, a eletrodinamica nao linear pode também induzir os f6tons a terem
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trajetérias fechadas de tipo espago [43]. Outras solugdes obtidas das equagoes de Einstein
correspondem a descricao de buracos de minhoca. Estes vem de configuragoes especificas
do campo no eletromagnetismo de Born-Infeld num espago-tempo plano [44]. Buracos de
minhoca também foram reproduzidos usando a lagrangiana com correcoes quanticas em
one-loop. Tais solu¢bes somente sao possiveis por meio de um campo magnético. Além
disso, estudos sobre a estabilidade termodinamica e dinamica de buracos negros andlogos
provenientes de fontes nao lineares eletromagnéticas mostraram ser estaveis, sugerindo
ainda que existe uma equivaléncia entre ambos os tipos de estabilidade termodinamica e

estabilidade dinamica [45].

2.3.2 Meétrica efetiva em Cosmologia

A Cosmologia é um area que também tem se beneficiado pela aplicacao da métrica efetiva
em teorias nao lineares. A ressonancia de Feshbach no condensado de Bose-Einstein foi
usada como sistemas de geracao de um modelo analogo cosmoldgico para reproduzir o
espago-tempo FRW em [46]. Cenérios cosmolégicos produzidos por eletrodindmica nao
linear (EDNL) foram usados no estudo de algumas caracteristicas do universo. Certos
tipos de nao linearidade levaram a equacoes de estado negativa e, conseqiientemente, a
expansao acelerada [47], [48] e ainda evitaram universos com singularidade [37]. O ”Re-
Bouncing” é outra caracteristica de universos produzidos por EDNL. Sob extensoes da
teoria de Born-Infeld o universo entra num ciclo colapso-bouncing-expansao-aceleragao-
re-bouncing-colapso conhecida como universo ciclico [49], [50]. Também, a bariogénese
e a amplificacao do campo magnético primordial dentro do mesmo marco da EDNL sao
assuntos onde a métrica efetiva é determinante [51].

Por outro lado, campos escalares nao lineares também fornecem luz a problemas
cosmologicos. Dentro deste regime, a teoria de Born-Infeld escalar estendida propor-
ciona a unificagao da matéria escura e energia escura, assim como também uma possivel

explicacao a formacao de estrutura [52].
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2.3.3 Meétrica efetiva em Astrofisica

A Astrofisica é outro campo onde a métrica efetiva pode ser utilmente aplicada. Através
da eletrodinamica nao linear a métrica efetiva permite fazer corregoes no redshift grav-
itacional de uma estrela de néutrons num campo magnético forte em [53|, [54] [55]. Por
sua vez, a hidrodinamica também tem sido usada no estudo da estabilidade dos discos
de acre¢ao do buraco negro de Schwarzschild [23]. Outros exemplos de aplicacao sao os
efeitos de lentes em buracos negros com carga [56], a influéncia das ndo linearidades na
velocidade das ondas gravitacionais em [57] e a estabilidade de coroas estelares em (E.
Parker1966). Por outro lado, tentativas de resolver anomalias nas freqiiéncias da nave

espacial Pioneer 10/11 usando EDNL foram feitas em [58].

Ao longo deste capitulo analisamos algumas propriedades e carateristicas da métrica
efetiva e vimos que esta é de muita utilidade em diferentes dreas da fisica para estudar
diversos problemas. A utilidade provém do surgimento natural desta nas teorias nao

lineares que fazem da métrica efetiva uma ferramenta fundamental.
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Capitulo 3

Estabilidade utilizando a métrica

efetiva

Nos capitulos prévios vimos varios exemplos que ilustram a utilidade do conceito de
métrica efetiva. Neste capitulo veremos como é possivel incorporar a métrica efetiva
ao estudo da estabilidade de um dado sistema fisico. Como foi mostrado por Moncrief
em [23], é possivel obter uma expressao para a taxa de variacdo temporal da energia
das perturbacoes num fundo fixo, em funcao de uma integral de superficie, e determinar
o sinal desta ultima sem resolver a equagao de movimento das perturbacoes nem a do
fundo. O método é bastante geral, desde que o sistema tenha as simetrias apropriadas
(e pode ser usado para determinar a estabilidade linear de qualquer sistema descrito por
uma lagrangeana nao linear que dependa do campo e do termo cinético W). Em [23] o
sistema estudado foi um fluido perfeito acrescentando num buraco negro de Schwarzschild.
Aplicaremos o método ao caso do fluido que descreve o condensado fantasma (que serd
introduzido no capitulo 4) em acregdo num buraco negro de Schwarszchild. Mostraremos
que tal sistema é estavel sob perturbacoes lineares. A fim de sustentar o resultado obtido
pela aplicagao do método de Moncrief, analizaremos a estabilidade através do método
da positividade do potencial efetivo, introduzido por Wald [24]. Em ambos métodos se

consideram campos teste suficientemente fracos, isto €, que nao alteram a geometria do
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buraco negro.

3.1 Meétodo da integral da superficie

A analise de Moncrief comega usando a lei de conservagao do tensor momento energia das

perturbagoes, dada por

vV, " =0. (3.1)

v

Se X é um vetor de Killing de g,,, mostraremos a seguir que

v, (f(fy) ~0. (3.2)

O vetor de Killing satisfaz por definigao, 6,1)?” = -V, X - Portanto,

v, ()?”ﬁ‘) = TrY, (ga”)?a> + XYV, TH =0, (3.3)

ja que o primeiro termo do lado direito se anula devido a antissimetria de ﬁu)?,, e a
simetria de T" e o segundo termo se anula por causa da equagao (3.1).

Se XV = d;, que corresponde as translagoes temporais numa métrica estaciodria, a
equagao (3.2) se reduz a

Vi (87T1) = VTt =0, (3.4)

que, usando a identidade, pode ser reescrita como segue
VI =0, (V=3Tt) =o. (3.5)

Integrando esta equagao num 3 - volume V/,

/V 9, <\/—_§ﬁ“) &z =0, (3.6)
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e separando as componentes temporal ¢ e espaciais 4, obtemos
/V o, (VaIL) d + /V o, (VL) d*r = 0, (3.7)
que ainda pode ser escrita na forma
% /v \/?{j fttdgx T /v (\/?gv ﬁl)z . (38)
Por defini¢ao, a energia das perturbagoes é
E= /V N (3.9)
Com isto temos, da equagao (3.8)que
dE _ —/ (\/—_’g“ ﬁ) &, (3.10)
dt v i

que ¢é a variacao da energia das perturbagoes com o tempo no volume V. Depois de aplicar
o teorema de Gauss no lado direito da equagao, e de substituir o tensor energia-momento

escrito na equagao (2.59) , temos,
dE = ~ii ~i
=~ V3 (0008 + (6,5 d (3.11)
S

onde S ¢ a superficie que envolve o volume V. Tendo em mente as aplicagoes ao buraco
negro de Schwarzschild, a superficie de integracao pode ser separada em duas superficies
concéntricas que encerram o volume V': uma superficie Sg com raio R , que serd tomado
como o infinito ao final do calculo, com uma normal apontada para fora da superficie, e
uma superficie menor S, com normal apontada para o centro, de radio €, como se vé na

figura 3.1 .
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Figura 3.1: Superficies concéntricas que contém volume V' enquanto seus raios tendem a
€ — ry € R — oo respectivamente.

Utilizando estas superficies, a equagao (3.11) toma a forma

dE
o =0t 12
dt 1+ Lo, (3.12)
onde
L= = lm ]{ V=3 (61,6187 + (61,)°5"") dS, (3.13)
Sk
I = EILI? V=g (¢1,r¢1,t§TT + (¢1,t)2§rt) dSe. (3.14)
Se

Note que o indice ¢ foi substituido por r levando em conta a simetria radial das superficies
escolhidas. I; é calculada na superficie exterior fazendo R tender ao infinito e Iy é cal-
culada na superficie interior fazendo ¢ ir para r,, sendo este o valor que no Capitulo 4
serd definido como o horizonte sonico, que limita a regiao da qual as perturbagoes nao
podem sair. Note-se também que as normais das superficies sao opostas, dando lugar a
diferenca de sinais entre 7 e . A expressao (3.12) nos indicara se o sistema estudado é

linearmente estavel ou instavel através do sinal que a integral possa ter.
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Supondo que no infinito a métrica efetiva se reduz a métrica de Minkowski (veremos

que de fato isto ocorre no exemplo analisado no capitulo seguinte), isto é

V=09 — /—g¢"" = —r?sinb, (3.15)
VvV=g99" — 0, (3.16)

a primeira integral I; toma a forma

ds,. (3.17)

o0

L= / Nar

O requisito da finitude da energia das perturbagoes, dada na expressao (3.9) ,é que esta
deve ser finita [23] e que as perturbagdes devem cair em uma poténcia de 1/r?, onde p > 0,

leva ao seguinte comportamento no infinito

a a’

D Q™Y
r

et (3.18)

Pri ™~ The
onde € > 0, e a e a’sao constantes. Substituindo as equagoes (3.15) e (3.18) na equagao
(3.17), vemos que I; = 0.

Conseqilientemente o sinal da variacao temporal da energia das perturbacoes é total-

mente determinado pela integral

dE - - -
= k= § VTG 6,037 + (0,07 ds. (319)
S. ’
No horizonte soénico o termo ¢'" se anula e obtemos
dE _ -
o= [ Vit asa (320)

Deste modo a taxa da variacao da energia com o tempo é determinada pelo sinal da

integral avaliada no horizonte sonico, sem precisar integrar, mais especificamente pelo
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sinal do coeficiente da métrica efetiva g"'. Mas caso o sinal de dE/dt seja negativo, é
preciso ainda provar que E é positivo para demonstrar que o sistema é estavel. Devemos

entao analisar a energia das perturbagoes definida na equagao (3.9),

~ 1 — g
B [ V@t -t d, (321)

onde substituimos o tensor momento energia da equacao (2.59). Por sua vez, para que
E seja positiva, devemos ter que g é positivo e que as componentes §'", §%, G¥¥ sdo
negativas. Finalmente é importante notar a simplicidade e cdlculo quase direto da es-
tabilidade. Deste modo, para qualquer sistema que seja definido poruma lagrangiana
genérica dependente de W e do campo escalar acrescentando com simetria esférica num

buraco negro.

3.2 Estabilidade e positividade do potencial efetivo.

Nesta secao veremos que a positividade do potencial efetivo é condicao suficiente para a
estabilidade linear do sistema. Como introducao ao método consideraremos um campo
escalar teste sem massa, com a geometria de Schwarzschild como fundo [59]. O campo

escalar satisfaz a equacgao de Klein-Gordon,

aﬂ(\/__gglwal/¢) = 07 (322)

onde g ¢ o determinante da métrica g,,,, dada por

ds* = fdt* — f~rdr* + r?dQ?, (3.23)
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onde f (r) = (1 — %) . Para resolver a equacao utilizaremos o método de separacao de

variaveis de forma tal que a funcao ¢ se escreve

¢ =u(r,t)V;,,(0,p), (3.24)

onde ¥, ,, sao os harmonicos esféricos. A equagao de movimento toma a forma

f o (—ﬂf@) + fl (+1) 0% _ 0, (3.25)

24 Or or 72 ot?

onde [ é a constante que provém da separacao de variaveis. A partir daqui é conveniente

introduzir a coordenada tartaruga, definida como segue:

ar = f(r) e (3.26)
Com isto a equacgao (3.25) fica
d*u du fr)y i @+1
a2 +2f(r) o = —w|u=0, (3.27)

onde usamos @ = u (1) exp (iwt) . Esta é uma equacao diferencial linear de segunda ordem
da forma [60],
— +a(x)== 4+ b(z)y =0, (3.28)

Usando a transformacao

w(r) = B (r) exp {—% / ") dz} | (3.29)

a equagao (3.27) torna-se

dp
I165=0 3.30
onde I é dado pela expressao
1 1 da
I=b—-a®>— ——. 31
4a 2 dr, (3:31)
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Logo, temos que a equagao (3.30) fica como

dp

2
dr?

+ {w2 - V;f} p =0, (3.32)

com Vs sendo o potencial efetivo dado por

I (I1+1) 2M
Vep = f(r) { > 3 ] (3.33)
Note que r = r (r*), dado por
r
=7+ 2M1 (— - 1) . 34
Te =174+ g {537 + const (3.34)

A expressao do potencial (3.33) nos servird para determinar a estabilidade mediante o
método de Wald [24], na equagao (3.39)

A seguir, depois da transformacao (3.29) ,a equagao de movimento (3.25) toma a forma

o%a 0% .
W—W—H/efu:ﬁ (335)
Define-se o operador
A d?
0= ) + Ve, (3.36)

que é positivo e autoadjunto no espaco de Hilbert L?(r,) de fungoes de quadrado in-
tegravel de r,. Multiplicando por 9a/9t, onde @ é conjugada, e integrando em r,, obtemos

ot 01 ot ~

~

Adicionando a esta equacao a sua conjugada complexa e levando em conta que O §é

autoadjunto, temos

2

ot .
+ Vs laf?

ot

2 N
‘ oa dr* =0 (3.38)

+oo
/ 9
ot or*

34



ou

Tloal? |oal
[ |22 e iy = 339

Esta equacao ¢ valida para qualquer ¢. Quando o potencial V,; ¢ positivo, as perturbacoes
sao limitadas por C, elas nao podem aumentar exponencialmente, a fim de satisfazer
(3.39) . Assim, as perturbages ndo podem crescer. Se o potencial V,; for negativo, per-
turbagoes irao aumentar para satisfazer a relacao. Isto quer dizer que para qualquer sinal
de V.; a variacao 0,0 deve de alguma forma compensar o valor do potencial para que
(3.38) continue constante. Com o potencial positivo a estabilidade das perturbagoes é
garantida. FEste critério somente descarta perturbagoes que crescam exponencialmente
com o tempo mas nao ¢ indicativo de estabilidade para perturbacoes que tenham outro
tipo de dependéncias como a dependéncia linear, por exemplo.

Deste modo, neste capitulo introduzimos o método de Moncrief para analisar a esta-
bilidade linear de um sistema esférico simétrico. Este método baseia-se na conservagao do
tensor energia momento das perturbagoes, o qual foi obtido por meio da métrica efetiva,
onde nao sao necessarios maiores calculos, salvo a determinagao do sinal da integral (3.20).
Com o fim de comparar o resultado, o método da positividade do potencial também foi
descrito. No seguinte capitulo ambos métodos serao aplicados a um mesmo sistema e

veremos que o método de Moncrief é muito mais simples e rapido.
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Capitulo 4

Aplicacao dos métodos apresentados

no Capitulo 3

4.1 Acrecao do condensado fantasma

Este capitulo é dedicado a analise do comportamento da acrecao do condensado fantasma
sob a influéncia de um buraco negro de Schwarzschild. Este condensado, introduzido por
Arkani-Hamed [21], representa uma modificagdo da gravita¢do no regime infravermelho,
e consiste no uso de um termo cinético nao candnico para campo escalar!. O fluido tem
uma equacao de estado p = —p, que descreve o condensado durante algum momento
da evolugao cosmoldgica (que poderia ser ajustado para ser hoje) que leva o universo a
expandir aceleradamente. A lagrangiana do campo escalar se acopla minimamente com a
acao de Einstein, tal que

S = /{R+£(W)}d4a:. (4.1)
Um exemplo simples para a lagrangiana do condensado fantasma é dado por [22]

1

LOV) =5

(W — A2 (4.2)

considerada anteriormente em modelos hoje conhecidos como K-inflagdo [61]
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A é uma constante que, como veremos adiante, serd restrita ao intervalo A < 1. Sendo
descrito por uma teoria escalar o condensado fantasma tem por equacao de movimento a

equagao (2.26) e que, no caso da lagrangiana dada em 4.2, toma a forma

(V=9Lwg" b)) w=0. (4.3)

O tensor momento energia é dado pela equagao (2.23) e pode ser reinterpretado em termos

de um fluido perfeito irrotacional. A velocidade deste fluido pode ser escrita em termos

de uma 4-velocidade u,, = \v/%f, com W > 0. Assim o tensor é dado por [62].

T;ux = (P + p)uuul/ + PIuv, (44)

onde

p=Lw—-L), p=L (4.5)

O "parametro”da equagao de estado e a velocidade do som, que sao quantidades impor-

tantes na descricao do fluido, vém dados respectivamente por

B W -A
3W— A

w-A
3W+A

(4.6)

&

I
DI
I
SISy

Da primeira expressao vemos que quando W > A o fluido se comporta como radiagao,

quando W = A o fluido se torna do tipo poeira e para W < A se torna instavel por

2

conta da negatividade de c;. Note que a positividade da velocidade do som pode ser
usada para determinar estabilidade somente no caso de perturbagoes de freqiiéncias baixas
comparadas com o potencial efetivo [63].

Daqui em diante faremos a hipétese de que o fluido esta sendo acrescido num buraco

negro de Schwarzschild, cuja geometria é descrita pela métrica

ds* = fdt* — f~tdr* — r?dQ?, (4.7)
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T
onde f(r) = (1—"2).
Para a acrecao ser considerada estacionaria o fluxo do campo do fundo nao deve variar
com o tempo, isto é £5,(V,0) = 0,0,¢ = 0. Esta condigao limita a configuracao do campo

do fundo a forma

Substituindo isto na equa¢ao de movimento para ¢, (4.3), obtemos

7’2

Ly O = a2 (4.9)

)
T2

onde 0 = f 0,9, r* é a coordenada tartaruga [22], e a é uma constante de integragao

que determina a taxa de acre¢ao do condensado através de
m = 4mr?T] = damr? M*. (4.10)

Introduzindo a notacao?,

v=05 = fo, (4.11)

e substituindo-a na equacao (4.9), obtemos

Longe do buraco negro onde f & 1, esta equacao se reduz a
v?=1-— A, (4.13)

deste modo devemos nos restringir a valores de A < 1, caso contrario as solugoes da
equagao (4.9) seriam complexas. Assim, escolhemos A = % e construiremos o gréfico para

as curvas v(f) para diferentes valores de a em Fig.4.1 3

2No apéndice B se demonstra que v é a velocidade radial do fluido
3Estas trajetérias foram obtidas de forma analitica em [10] para o caso de acrecio de um fluido numa
estrela newtoniana, como discutido no apéndice C
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V(X)

Figura 4.1: Diagrama de fase da solu¢ao do fundo da equagao (4.12)

Todas as trajetdrias convergem no horizonte (f = 0) e no infinito (f = 1) aos pontos
(0,0), (0,1), (1,0),1,v/1— A, para A = 2 (a parte negativa de v representa a trajetéria
inversa e nao é mostrada na figura). Existe um ponto onde as duas curvas se cortam,
o chamado ponto critico. As curvas na Fig.4.2 correspondem a um « especifico, a =
1.51833455.

A particularidade destas curvas é que podem representar o processo de acrecao do
fluido em acregdo. A curva (1) comega no ponto (1, M) e termina no horizonte de
Schwarzschild (0, 0), passando pelo ponto critico; e a curva (2) descreve o fluxo que vem
do infinito, passa pelo ponto critico até chegar no horizonte. A curva que mais se adapta a
configuragao que desejamos descrever é a trajetéria (2), ou seja um fluido homogeneamente
distribuido no infinito que vai se precipitando no horizonte. O ponto critico é definido
como aquele que o diferencial total da equagdo (4.12) se torna degenerado [22], ou seja,

quando os coeficientes da seguinte expressao

B 14+ Af (1—02)(1—3f)+2,4f2@df:0

fa—g° a—-p’
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Figura 4.2: Solucao para a = 1.51833455

se anulam. Assim, o ponto critico é dado pelos pontos (v, f.) dados por

9.2
p2o 1230 (4.14)

, A++VA2—-36A+ 36
U A

* 18 ’

Quando o valor de A = 2 é substituido em (4.14) obtemos o ponto critico (vs, fi) =

(0.46,0.52). Este ponto critico é na verdade o horizonte sonico, rs que por definigdo

satisfaz

g (rs) =0. (4.15)
Em termos de v e f este ¢é escrito, usando (2.35) e (4.11), como segue:

. B B+ Af—1)
g (U’f)_(1—02—/4)\/(1—02—A)(3(1—v2)—A)' (4.16)

Assim, podemos substituir os pontos (4.14) em §'" (v, f) e verificar a sua anulagao,

" (vs, fi) = 0. (4.17)

Lembre que v e f sdo fungoes de r. Portanto, da Fig.4.2, a trajetéria (2) se torna su-
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personica depois de passar pelo ponto critico até o horizonte de Schwarzschild.

Ao substituir os pontos criticos dados pela equagao (4.14) na equagao (4.12) obtemos
a variagao de a em funcdo de A em (Fig. 4.3). O coeficiente « vai aumentando a partir
do minimo conforme A dimunui. Por outro lado, a densidade do condensado no infinito
tende a zero, o que resulta numa acrecao independente da massa do fluido como esperado
neste tipo de acregao (acregao de Bondi) [10]. Deste modo, o parametro « é aquele que
determina a acrecao do fluido.

Com isto completaremos a breve descrigao do sistema e na segao seguinte analisare-
mos, usando estas defini¢oes, a estabilidade do sistema com os dois métodos diferentes

apresentados no capitulo anterior.

oL

1.5 F -

Figura 4.3: Dependéncia de o com a parametro A (figura reproduzida de [22])

4.2 Aplicacao do Método da Integral

Nesta segao estudaremos a estabilidade do modelo de Frolov descrito na secao 4.1. Vimos

que a taxa de variacao da energia das perturbacoes ¢ dada pela equacao

dE
% —/\/__g(éfh,t)zgrt

dfdp, (4.18)
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aplicavel a qualquer lagrangeano dependente do termo cinético W e do campo escalar ¢.
Se substituimos a forma da métrica efetiva da equagao (2.35), temos,
dE

= = / (¢1,t>2 [T2 sin 6 (EWth + 2Lwwg" 9" dosa bo:s )] ‘Ts dode. (4.19)

Lembrando que o modelo de Frolov considera uma métrica de fundo com simetria esférica,
(a métrica de Schwarzschild) os elementos nao diagonais que aparecem em (4.19) se anu-
lam. Isto nos deixa com a expressao,

dE

i —2 /TzsenGw’rqﬁitdedgp : (4.20)

Ts

Como j4 foi salientado, o importante é saber o sinal da equagao (4.20). Na integral vemos
que o termo que define o sinal de dE /dt é a fungao v ,. Segue da curva da Fig. 4.2 que
ele tem sinal positivo. Portanto, dEv/ dt < 0. Isto significaria que o sistema é estavel,
porém, antes é preciso definir se a energia das perturbacoes E é positiva para poder
garantir estabilidade. Vé-se da equagao (2.59) que a energia é positiva se as componentes
espaciais " sdo negativas. Da definigao da métrica efetiva dada na expressio (2.35) o

sinal das componentes é determinado unicamente por
M" = Lwg" + 2Lwwg"* 9" ¢, b5

As componentes angulares §*¢ e §%° sdo facilmente reconhecidas como positivas levando

em conta que Ly, satisfaz a expressao (2.25),

L
M = —T—VQV, (4.21)
Ly
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Entretanto a componente radial ¢g"" é composta de dois termos:

M™ = —Lw f 4+ 2Lww f(8,4)%, (4.23)

o que torna dificil a determinacao mediante apenas esta expressao. Para poder dizer que

a componente ¢"" é negativa, é necessario que esta satisfaca as condicgoes

9" (Rs) = 0, (4.24)
d’g’rr’

< 0 4.25
iw|, = (4.25)

onde R, = 2Mr, é o horizonte sénico adimensional. ¢""(Ry), em termos de v = f0,1 e
I, 9" (vs, f), é dado pela equagdo (4.16) que se anula para qualquer A num s6 ponto, o
horizonte sonico, e continua diminuindo até o infinito como mostra a Fig. 4.6

Considerando que ¢"" = ¢"" (v (f)) a segunda condigao se escreve como,

d"’rr d"’rr d
gr) A d (4.26)
dR |p. df dr
na qual o ponto critico (horizonte sonico) v*, f* é substituido para obter uma fungao
dependente de A. A expressao da funcao resultante é bastante extensa, mas o comporta-

mento decrescente é mostrado no gréafico a seguir:

05 1 15
A

0,5

o
;u“"
Q

15-

Figura 4.4: Variacao de dg"" /dR com relagao a A
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Claramente podemos observar que % ¢é negativa para qualquer valor de A < 1.
Com este resultado as condigbes (2.55) sao satisfeitas e se comprova que ¢'” é negativa
para todo A fora do horizonte sonico. Tendo comprovado a positividade da energia das
perturbagoes podemos concluir, com isto, que a derivada de dF /dt é negativa o que
garante a estabilidade do sistema. Este método é simples e direto e constitui um maneira
alternativa aos métodos convencionais para o estudo de estabilidade. A vantagen deste
método esta em nao ser preciso resolver a equacao de movimento do fundo nem a das

perturbagoes, e ele é genérico ja que pode ser aplicado a qualquer teoria nao linear escalar

que satisfaga as condigoes (2.55).

4.3 Método do Potencial Efetivo

Nesta parte faremos uma aplicacao do método do potencial descrito na secao 3.2. Para
poder resolver analiticamente a equagao de movimento (3.22) para obter o potencial efe-
tivo. Precisamos primeiro diagonalizar a métrica efetiva que apresenta elementos nao
diagonais na equacao (2.35). Ter elementos nao diagonais na métrica é inconveniente
na hora de resolver a equagao de movimento por que faz com que aparecam elementos
cruzados, dificultando a aplicacao do método de separacao de varidveis. A diagonalizagao

da métrica se faz mediante a transformacao de coordenadas:

dt = dt’—@dr’,
gut

dr = dr'. (4.27)

utilizaremos R = r/2m como coordenada adimensional, onde r é a coordenada radial de

Schwarszchild. A transformacao em (4.27) tem como resultado para cada componente da
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métrica a seguinte mudanca (a nova métrica efetiva serd denotada por G*) :

St xrr ~rt\2
Gt — )

Y

’g’rr
G o= g, (4.28)
669 — 599’
GSOSO — ’Q’WP.

A nova métrica efetiva diagonalizada é G*", apresenta um comportamento muito similar
com a métrica do fundo ¢"”. As componentes temporais da métrica efetiva e do fundo

respectivamente, sao mostradas na figura 4.5.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l‘
1
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura 4.5: Diagrama da componente temporal t¢ da métrica de fondo g ( curva 1) e da
métrca efetiva G** (curva 2).

As componentes radiais G e g"", como esperado, se anulam nos horizontes e no
infinito se tornam constantes, mostradas em Fig. 4.6.
Da defini¢ao do horizonte podemos encontrar a posi¢ao do horizonte soénico por meio
de
G""(R,) =0, (4.29)

que fornece o valor de Ry = 1.91, conforme o encontrado na secao 4.1.
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Figura 4.6: Diagrama da componente rr da métrica de fondo ¢"" (curva 1) e da métrica
efetiva G™ (curva 2)

Substituindo a métrica efetiva diagonalizada éwj na equacao de movimento, temos,
9, (\/Eé“”&,d)l) —0. (4.30)
Pelo método de separacao de variaveis escrevemos,
¢ = exp(—iwt)3(r)Yim(0, ¢), (4.31)

(de agora em diante dispensaremos as ”tildes” das coordenadas 7’ e ), que substituida na

equagao (4.30), fornece

d (r2Ly ~. dB(r) (l+1)o )\ r2G" Ly B
%( o ¢ dr )+( r2Git —w) o plr) =0 (4.32)
com
o= (—(M"M" — M) 72 (4.33)

Como na segao 3.2, é conveniente definir a coordenada p* de tal maneira que

dr = =G Ly dp*. (4.34)
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Esta coordenada é andloga a coordenada tartaruga definida na secao 3.2, utilizada para
analisar o problema da estabilidade dos buracos negros [59]. A relagao entre as coordenadas
radiais p* e r é mostrada na Fig. 4.7. Vemos que o horizonte de Schwarzschild foi deslocado
para p* = —oo de forma tal que o intervalo (2m, oc0) na coordenada R corresponde ao

intervalo (—oo, 00) na coordenada p*. De fato a integral de (4.34) nao pode ser calculada

204

10

p*

Figura 4.7: Comportamento de p* em funcao de R

analiticamente, a figura é obtida através de calculos numéricos usando um ajuste da
trajetéria do campo do fundo. A proposta para tal funcao é a expressao

(f—1)°

= 0.0003f. 4.35
1—0.8599f / (4.35)

O grafico desta funcao, comparado com a curva correspondente do diagrama de fluxo da
Fig. 4.2, permite ver que a equagao (4.35) fornece um bom ajuste (Fig. 4.8).
Usando a coordenada tartaruga a equacao (4.32) pode ser reescrita como

d (r?dj Il+1)o ~
—— )| ——= - F G2 8= 4.
dp* (O’ dp*> ( r2Gitt v ) G Ly 8=0, (4.36)
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Figura 4.8: Comparacao das curvas das solugoes das equagoes (4.12) representada pela
curva de cor vermelho e (4.35) representada pela curva tracejada.

ou ainda

d? 1 d 2\ d I{l+1 ~
G d (rNds (WU o o) paup 5, (4.37)
dp*  r*dp* \ o ) dp* r2GHt

Novamente nos deparamos com um termo em primeira derivada o qual pode ser eliminado
por meio de uma nova mudanga de coordenadas [60]. Esta equacao tém a forma (3.28),
assim a transformagao (3.29) é aplicdvel. Depois da transformagao a equagao (4.37) toma
a forma de uma equacao diferencial de segunda ordem sem derivada primeira,

d*p

@5+[6:0

Novamente

I = (W = Vep(r),

48



onde o potencial efetivo é dado por

I+ 1/1 d (*2\\° 1d /(1 d [r
=t (L (D)) L (R (D). s
Gttr2 4 \r2dp* \ o 2dp* \r?dp* \ o

Ves € representado em funcao de R na Fig 4.9 para varios valores de .

4P Vg

0.25 N

0.2 [ 12

0.1

0.05f

Figura 4.9: Potencial efetivo das perturbagoes em fungao da coordenada R

Como no caso de Schwarzschild, o potencial é zero no horizonte sonico. O grafico de
Ver em funcao da coordenada p* para diferentes valores de [ se apresenta na Fig. 4.10.
Mas para o proposito de andlise da estabilidade precisamos do potencial na coordenada p*.
Este, foi obtido numericamente e comprova a positividade do potencial das perturbacoes o
que é suficiente para estabelecer estabilidade do sistema, como visto em [24]. O potencial
efetivo das perturbagoes pode ser comparado com o potencial efetivo de Schwarszchild,
Vs, se obtemos este em func¢do da mesma coordenada p*. Na equagao (3.33) o potencial
Vs é dado na coordenada R, mas fazendo uso da transformagao da equacao (4.34) da
coordenada tartaruga cujo grafico é mostrado na Fig.4.11. Este grafico foi obtido também
numericamente e parece estar incompleto, dado que o horizonte sonico esta fora da regiao
do horizonte de Schwarszchild para qualquer transformacao. Agora que obtivemos o Vj
em fungao de p*, podemos comparar ambos os graficos e observar que o potencial de

Schwarszchild é maior que o potencial das perturbagoes.
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4.4 Comparacao dos dois métodos

Nas secoes anteriores, descrevemos uma aplicacao de dois métodos para a analisar estabil-
idade linear. No método da integral da energia foi notavel a facilidade. Usando a métrica
efetiva é possivel separar as perturbacoes do campo de fundo. Com isto as perturbagoes
se propagam num espaco-tempo efetivo, que herda propriedades da métrica do fundo, por
exemplo a assintarua e as simetrias da mesma. O método é aplicavel a qualquer teoria
de campos escalares que satisfaga as condigbes (2.25,2.55) para garantir admissibilidade
fisica. A variacao da energia com o tempo, definida pela integral (3.20), é dependente
unicamente do sinal da integral, sendo que esta é uma condicao suficiente para garantir
estabilidade linear. E importante salientar que nao é necessario conhecer a forma da per-
turbagao nem da solucao do fundo, ja que ela aparece na integral como sua derivada ao
quadrado, garantindo a positividade.

O método da positividade do potencial efetivo serve para estudar a estabilidade linear
do sistema. O potencial efetivo pode ser relativamente simples no caso descrito na se¢ao
3.2, mas nos casos mais complexos como o do nosso (a acregdo esférica de um campo
escalar num buraco de Schwarzschild) se torna um trabalho que precisa de muitos célculos
frequentemente pesados. A funcao explicita do campo escalar de fundo e das perturbagoes

Sa0 necessarias neste método.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho analisamos a estabilidade de um sistema formado pela acregao de um
fluido fantasma ao buraco negro de Schwarzschild. Este sistema resultou ser estavel sob
perturbagoes lineares. Usamos dois métodos para analisar a estabilidade. O método da
integral de energia das perturbacoes, estudado por Moncrief, que consiste em estabelecer
o sinal da variacao da energia com o tempo, dado por uma integral de superficie. A
analise através deste método é direta e permite resolver o problema da estabilidade em
poucos passos. A integral de superficie é obtida a partir do vetor de Killing temporal
do sistema. A generalidade do método também reside em que nao é necessario conhecer
a funcao explicita do fundo nem resolver a equagoes de movimento das perturbagoes do
campo escalar. O segundo método utilizado foi o da positividade do potencial efetivo
das perturbagoes. Este implica, em oposicao ao primeiro, conhecer as solucoes de fundo
através da resolucao da equacao de movimento e conhecer também a dependéncia da
perturbagao. Esta tarefa requer cédlculos muito mais complexos. E importante notar
ainda que o método da integral de Moncrief fornece uma condicao necessaria e suficiente
para a estabilidade, enquanto o método da positividade do potencial fornece somente uma
condicao necessaria.

Este trabalho pode ser estendido para estudar a estabilidade de sistemas que envolvem

outros vetores de Killing, que, quando combinados com outros tensores conservados no
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espaco-tempo gerado pela métrica efetiva, podem relacionar a derivada temporal de quan-
tidades conservadas a integrais de superficie. Assim, seria possivel avaliar a estabilidade
do sistema em questao frente a perturbacoes de um tipo diferente das escalares. Por
exemplo, a generalizacao poderia ser aplicada a sistemas onde as perturbacoes tenham
momento angular nao nulo. Existe ainda a possibilidade de estudar a estabilidade as-
sociada a tensores de Killing, tal como o associado a métrica de Kerr, que da origem a
constante de Carter [64]. Por tltimo, é importante notar que o método da integral pode
ser aplicado ao caso de sistemas nos quais a dinamica das perturbagoes é caracterizada
pela métrica efetiva mais outros graus de liberdade. Este é o caso dos fluidos com vor-
ticidade nao nula [65], e das estrelas newtonianas politrépicas [66]. No primeiro caso,
as perturbacoes da velocidade estao acopladas com as perturbacoes da vorticidade. ja
no segundo, as perturbagoes ao potencial newtoniano se acoplam com as associadas a
densidade. Em regimes tais que estas quantidades se desacoplam, é possivel determinar

a estabilidade usando o método integral.
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Apéendice A

Solucoes estacionarias e Simetria de

Shift

Foi apontado no capitulo 1 que as solugoes estacionarias das teorias de campos escalares
devem necessariamente apresentar simetria de shift [67]. Esta simetria pode se manifestar
através do proprio campo escalar original ou através de uma redefinigao. Como veremos,
a exploracao desta simetria nos permitird obter as condigoes que as configuragoes esta-
ciondrias devem satisfazer e assim encontrar um conjunto de solugoes admissiveis e a forma
da lagrangiana que as rege. Primeiro, estabelecendo que a redefinicao do campo escalar,
nao afeta nehum observavel e segundo que os campos ¢ e 5, relacionados pela expressao
=0 (5) , descreverao o mesmo fenomeno. As quantidades como a energia, densidade
e velocidade do som depois desta redefinicao se transformarao de forma covariante, en-
quanto outras quantidades como a métrica efetiva se transformarao conformalmente, isto
é sem afetar a causalidade.

Veremos as condigoes de estacionariedade. Se por definigao a configuracao estacionaria

vem dada por £:7},, = 0, substituindo o tensor momento energia se tem

£tT;w = (£t£W) au¢au¢ - g;w£t£ + EW [(£t8u¢) al/¢ + (£tau¢> a/LQS] = 0. (Al)
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Multiplicando g"* obtemos

gwjftij = ftT/j = £t (W;CW — 4£) =0. (AQ)
Se introduz o projetor
9y 90, ¢
P, =g — MW , (A.3)

que, multiplicado a eq A.1, resulta em P*£,1,, = LwP* (£,0,¢0)0,¢0 = 0. A esta-
cionariedade entao implica em

P (£,0,0) =0, (A.4)

que pode ser rescrito como

£ (Jon) =0 (A5)

Com isto chegamos a condigao que o campo escalar deve satisfazer para ter solugoes

. , . . . N . @ . . ,
estacionarias. Para o caso hidrodinamico onde u* = XTT(? implica também,

£t€ = £tu“ = £tp = O, (AG)

onde ¢ = WLy — L é a densidade de energia e p a pressdo. A equagao (A.5) tem como

solugao geral uma fungao do tipo
p=2(t+1(a")). (A7)

Para obter as lagrangianas que admitem este tipo de solugoes estaciondrias partimos
novamente de £,7},, = 0 que, multiplicada por P*”, resulta em P* £,T),, = —3£L,L = 0.
Isto leva a

£.L =0, (A.8)

que para o caso hidrodinamico significa que a pressao é constante. Combinando (A.8) e
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(A.2) se tem
£y (WLy)=0. (A.9)

Ambas as equagoes, (A.8) e (A.9) proporcionam uma equacgao diferencial parcial de se-

gunda ordem

L,

w
que reescrita é
Oln (Ly/Lw)
= 1. A1l
Jln(2W) ( )

Esta equagao fornece uma solugao de uma lagrangiana geral do tipo

L(¢,X) = F(Xexp[f(e)]) (A.12)

Este tipo de lagrangiana guarda uma simetria de shift, por exemplo , é possivel redefinir

Je=r

esta redefini¢ao faz com que £ (¢, X) = F (X > . Desta maneira todas as teorias escalares

o campo tal que

que permitem configuracao estaciondria tém necessariamente simetria de shift, direta-

mente ou depois de aplicar uma redefinicao.
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Apeéendice B
Acrecao de Bondi

A acregao esférico simétrica e estaciondria por uma estrela newtoniana foi investigada
por Bondi [10]. Mais especificamente, uma estrela em repouso de massa )M embebida
num fluido de extensao infinita, com pressao p, e densidade p., no infinito. O fluido se
movimenta radialmente com velocidade v em direcao a estrela. Assumindo que nao ha

transferéncia de calor entre o sistema e o entorno, a pressao e a densidade se relacionam

2

onde v é a constante adiabatica. As equagOes que regem o problema sao as equacoes de

mediante a expressao

continuidade e de Bernoulli, respectivamente. Tomando r como a coordenada radial e v

a velocidade entrante, estas se reduzem a

4rrpy = A, (B.2)

_GM

r

7 (B.3)

2 -1 o v-1
v <V_> Poo (L) .
2 Y ) Pso | \Poo

onde a equagao (B.1) foi usada na equacao (B.2) e A é a taxa de acregao e G a constante de

gravitagao universal. Estas equagoes podem ser escritas de forma adimensional mediante
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as seguintes transformagoes.

r = xGM/c?
vo= yc (B.4)
P = 2o

Assim, equagdes (B.2) e (B.3) transforman-se em

riyz = )\, (B.5)
1, (2'-1) 1
- » - B.
LR —— = (B.6)

onde A se relaciona com a taxa de acrecao como segue
A=4x\(GM)* ¢ 3p.. (B.7)

Temos duas equagoes (B.5) e (B.6) para trés variaveis z,y, z. Portanto, é necessario

introduzir uma nova variavel auxiliar w,
u=yz = . (B.8)
Substituindo (B.8) em (B.5) e resolvendo para y e z, temos

y = u% ()\/$2)(v—1)/(7+1) (B.9)

z = (/\/xQu)% (B.10)

Esta nova transformagao (B.8) permite escrever ambas equagoes numa equagao so, tal

que

2("/_1)

flu) = A" g (), (B.11)
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onde

s (1 1 1

7A=1)/(v+1)
— —(6=37)/(v+1) B.13
o(e) = Tt (B.13)
Mediante (B.4) podemos ver que a forma como a variavel u é construida para auxiliar a
resolugao das equagoes (B.5) e (B.6) tem um significado fisico de taxa entre a velocidade

do fluido v e a velocidade do som c. O estudo das fungoes f (u) e g (z) fornecera a evolugao

de u com z. Os minimos das fungoes f (u) e g (x) respectivamente sao

1v+1
(§]
(5=37)/(v+1)
1 Iv+1]1
g (xm =70~ 37)) i1 {Z (5— 37)] = Ym; (B.15)

onde u,, e x,, sao os valores das variaveis onde f e g tem valor minimo. Introduzindo

Estes valores na equagao (B.11) vemos que A ndo pode exceder um valor critico dado por

A fm (v+1)/(2v-2) /1 D/ @=2) /5 3y —=(6=37)/(2v-2)
Ao = | 22 == : (B.16)
Im 2 4

Dado que a acregao se relaciona com o parametro A, entao podemos dizer que a acre¢ao

também nao pode exceder o valor dado por

A=dm). (GM)? ¢ 3p_, (B.17)

em vista da relagao (B.7). Este ponto critico nos brinda uma forma de analisar as difer-
entes trajetorias da solugao para poder entender a evolucao de u.

Fixando o valor de v = 7/5 procedemos a fazer o gréfico. Primeiro assumimos um
valor A = i)\c que substituido na equacao (B.11) fornece uma relagao de = e u. A curva
obtida é representada na figura (B.1) pelas linhas (1). O processo se repete para A = A,

linhas (2), 4. linhas (3).
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Figura B.1: u como fungao de x para v =7/5

A condicao de contorno no infinito implica que u deve ser muito pequeno quando
aproxima-se ao infinito, isto descarta a curva A’B'C".

Para curvas com A < A. (trajetérias 1) o maximo, B, fica mais alto comforme z vai
diminuindo. Por sua vez u é sempre menor que 1 descrevendo um fluido subsoénico.

Para A = A\, (trajetérias 2) ha duas trajetdrias possiveis vindo de A, ir para o ponto
C ou continuar até o ponto C". A primeira alternativa é descartada por ter uma tangente
discontinua. A segunda é uma curva continua e monétona a qual descreve um estado do
sistema diferente ao do caso para A < A..

Para A > A, a curvas tem um comportamento indicado na figura (trajetérias 3) onde
nao existe solugoes possivel.

Este apéndice mostra como é possivel fazer o grafico (4.1) de maneira qualitativa para
cada trajetéria. Embora a equacao (B.11) seja diferente da equagao (4.12), esta andlise
pode ser aplicada mediante a relacao do parametro a e o A\, ambos relacionados com a
taxa de acrecao. No procedimento feito em Frolov a equacao de movimento provém do
tratamento do problema através do formalismo lagrangiano que resulta diretamente numa

equagao so e nao foi necessario fazer as transformacoes de variaveis feitas no trabalho de
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Bondi. Além disso o parametro 7 nao esta envolvido explicitamente na analise.
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