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Resumo

Estudamos a estabilidade linear da acreo simtrica e estacionria de um condensado fan-

tasma (descrito por uma teoria no linear de um campo escalar) no buraco negro de

Schwarzschild. Usamos dois mtodos: O primeiro, mtodo da integral, introduzido por

Moncrief que deduzido por meio da conservao do tensor energia momento das perturbaes

onde se determina a estabilidade mediante a deduo do sinal da variao temporal da energia

das perturbaes, dada por uma integral de superfcie. O segundo, mais tradicional, analisa

a positividade do potencial efetivo. Veremos que o sistema estvel sob a aplicao de ambos

mtodos. No entanto o segundo envolve clculos longos e para utiliza-lo necessrio conhecer

a forma explcita da soluo do fundo do campo escalar de fundo.

iii



Abstract

We study the linear stability of the spherically simetric accretion of a ghost condensate

(described by a non linear scalar �eld) onto a Schwarzschild black hole. We use two

methods: The �rst one, introduced by Moncrief, is deduced from the conservation of

the energy momentum tensor of the perturbations, and the stability is determined by

means of the signal analises of a surface integral wich describes the temporal derivative

of the energy perturbations. The second method employs the possitivity of the e�ective

potencial. Both methods yield the result that the system is stable. Nevertheless the

latter requires lengthier calculations and the explicit form of the background solution of

the scalar �eld.
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

Em mecânica cl�assica um sistema f��sico atinge o ponto de equil��brio quando a soma das

for�cas que agem sobre ele se anulam. Uma vez conseguido este ponto �e necess�ario de�nir

se �e um equilibrio est�avel ou inst�avel. Em teoria cl�assica de campos a no�c~ao de equil��brio �e

mais sutil. Mas, no entanto, podemos a�rmar que um sistema estacion�ario est�a sempre em

equil��brio. Para determinar a estabilidade do equil��brio �e usada a teoria de perturba�c~oes1.

No caso de sistemas gravitacionais, a estabilidade de solu�c~oes relevantes das equa�c~oes

de Einstein tem sido bastante analisada. Em particular, a estabilidade linear das solu�c~oes

cosmol�ogicas mais representativas foi estudada em [2]. A an�alise da estabilidade das

solu�c~oes de buraco negro de Schwarzschild na Relatividade Geral foi iniciada por Regge e

Wheeler em 1957 [3], utilizando uma decomposi�c~ao tensorial das perturba�c~oes lineares da

m�etrica em harmônicos esf�ericos. Foram obtidas perturba�c~oes de dois tipos segundo a sua

paridade: ��mpares e pares. A equa�c~ao que rege as perturba�c~oes ��mpares �e uma equa�c~ao

diferencial ordin�aria que hoje leva o nome dos autores [3], e ela permitiu estabelecer que

o buraco negro de Schwarzschild �e est�avel frente aos dois tipos de perturba�c~oes lineares.

A estabilidade linear da generaliza�c~ao da solu�c~ao de Schwarzschild no caso com carga

n~ao nula (isto �e, a solu�c~ao de Reissner-Nordstrom) foi estudada em v�arias ocasi~oes [4],[5].

As perturba�c~oes s~ao divididas em perturba�c~oes de paridade ��mpar e par, e foi mostrado

que n~ao existem solu�c~oes inst�aveis. E �nalmente a solu�c~ao de buraco negro de Kerr foi

1Para o caso dos uidos veja [1].
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estudada em [6] e [7] onde foi provado que �e est�avel.

�E importante ressaltar que todas estas an�alises de estabilidade �caram restritas ao

caso linear. Algumas instâncias do caso n~ao linear foram contempladas em [8] e [9] no

caso do Kerr-Newman (atrav�es da evolu�c~ao n~ao linear das perturba�c~oes usando c�alculo

num�erico).

Enquanto as solu�c~oes exatas de buracos negros da Relatividade Geral têm relevância

desde o ponto de vista te�orico, os buracos negros astrof��sicos est~ao freq�uêntemente cerca-

dos por mat�eria. Isto faz importante o estudo da estabilidade das solu�c~oes onde h�a acre�c~ao

da mat�eria no buraco negro (e em objetos compactos em geral). O caso mais simples de

acre�c~ao �e aquele com simetria esf�erica, conhecido como acre�c~ao de Bondi [10]. A acre�c~ao

em estrelas foi estudada inicialmente por Hoyle e Lyttleton [11] dentro do marco new-

toniano. Eles assumiram acre�c~ao esf�erica e desprezaram efeitos da press~ao. Estes foram

incorporados ao modelo por Bondi [10]. Embora este tipo de acre�c~ao seja uma forma sim-

pli�cada de descrever o fenômeno, aplica�c~oes recentes ([12], [13], [14], [15]) mostram que

o modelo de Bondi ainda pode ajudar a compreens~ao e classi�ca�c~ao dos comportamentos

da acre�c~ao [16]. Portanto, �e um ponto de partida para o estudo de situa�c~oes mais reais2.

Estudos de estabilidade da acre�c~ao no buraco negro de Schwarzschild envolvendo t�ecnicas

de sistemas dinâmicos foram apresentado em [17].

Analisaremos a acre�c~ao de um campo escalar n~ao linear num buraco negro de Schwarzschild.

Tais teorias escalares têm adquirido importância nas �ultimas d�ecadas em vista da quan-

tidade de dados consistentes com a expansao acelerada do universo (quando analisados

com o modelo padr~ao da cosmologia que tem como hip�otese a isotropia e homogenei-

dade). Muitos modelos foram propostos para explicar tal fenômeno, como a constante

cosmol�ogica, energia escura, dentro da qual temos, quintessência, e a k-essência. Temos

ainda as teorias que generalizam a Relatividade Geral (como as teorias f(R) [18]) e os

modelos n~ao homogêneos [19]. Dentro dessas novas propostas est~ao as teorias de campos

escalares n~ao lineares que quando acoplados minimamente com a gravita�c~ao, o tensor

2Ver [16] para uma revis~ao sobre acre�c~ao e suas aplica�c~oes
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energia momento tem sempre a estrutura de um uido perfeito [20]. Por isso a corre-

spondência entre campos escalares e uidos �e muito conveniente, fazendo destas teorias

modelos �uteis para muitos fenômenos em Cosmologia. Se o universo est�a preenchido por

esse tipo de mat�eria, se faz importante entender seu comportamento em rela�c~ao aos bu-

racos negros. Assim, neste contexto estudaremos a estabilidade da acre�c~ao do uido,

equivalente ao campo escalar na teoria do chamado condensado fantasma, ao buraco ne-

gro de Schwarzschild. O condensado fantasma foi proposto por Arkani-Hamed como uma

modi�ca�c~ao da gravita�c~ao no regime infravermelho motivado por observa�c~oes cosmol�ogicas

[21].

O objetivo principal deste trabalho �e estudar a estabilidade da acre�c~ao estacion�aria

de um condensado fantasma no buraco negro de Schwarzschild descrito em [22]; usando

o m�etodo da integral introduzido por Moncrief em [23]. Este m�etodo utiliza as simetrias

do sistema para obter uma express~ao integral da varia�c~ao da energia das perturba�c~oes

com o tempo, sendo que o sinal da mesma permite determinar se o sistema �e est�avel

ou inst�avel. A caracter��stica principal desta abordagem radica em que n~ao �e necess�ario o

c�alculo expl��cito, da integral nem da solu�c~ao de fundo, mas somente do sinal da mesma. O

resultado foi que a acre�c~ao estacion�aria do condensado no buraco negro de Schwarzschild �e

est�avel sob perturba�c~oes lineares. Mostramos ainda que o m�etodo tradicional do potencial

efetivo [24] rea�rmam nosso resultado. Al�em disso, os dois resultados concordam com a

an�alise do regime n~ao linear feito usando c�alculo num�erico [25].

No cap��tulo 2 apresentaremos uma introdu�c~ao �a m�etrica efetiva, bem como algumas

das suas caracter��sticas e usos. Veremos que a m�etrica efetiva emerge naturalmente de

teorias n~ao lineares. Tais como uidos, campos escalares n~ao lineares, N campos. Faremos

ainda uma breve revis~ao dos trabalhos realizados pelo grupo de Cosmologia e Gravita�c~ao

do CBPF nesta �area.

O cap��tulo 3 �e dedicado ao estudo de dois m�etodos de an�alise da estabilidade linear.

O m�etodo de Moncrief envolve o uso da conserva�c~ao do tensor momento energia das

perturba�c~oes, enquanto que o m�etodo do potencial usa a positividade deste para analisar
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a estabilidade.

No cap��tulo 4 faremos a aplica�c~ao dos m�etodos num modelo espec���co de campo es-

calar n~ao linear, o condensado fantasma acrescido num buraco negro de Schwarzschild.

Mostraremos que este sistema �e est�avel frente a perturba�c~oes lineares sob an�alise de am-

bos. E no cap��tulo 5 apresentaremos as conclus~oes e perspectivas para desenvolvimentos

futuros.
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Cap��tulo 2

M�etrica Efetiva

A m�etrica efetiva governa a propaga�c~ao das perturba�c~oes de um fundo �xo em teorias

n~ao lineares de origem f��sica diversa [26]. Ela desempenha um papel importante nos

modelos an�alogos, pois �e a ferramenta fundamental na sua gera�c~ao, dado que os mode-

los an�alogos visam reproduzir as carater��sticas cinem�aticas dos sistemas gravitacionais e

fornecem a possibilidade de reproduzi-los no laborat�orio. O primeiro trabalho em discutir

os modelos an�alogos data do ano 1923 por Gordon [27], que estudou a propaga�c~ao da luz

em meios diel�etricos, regida pela m�etrica hoje conhecida como m�etrica de Gordon. Nos

anos seguintes Landau e Lifshitz, no livro "The Classical Theory of Fields"[1], analisaram

as equa�c~oes eletrodinâmicas sob a inuência de um campo gravitacional num enfoque

complementar ao de Gordon, j�a que utilizaram o meio diel�etrico para simular o campo

gravitacional [28]. Dentro do marco ac�ustico houve diversos trabalhos como o de Moncrief

[23] cuja t�ecnica �e altamente relevante neste trabalho de tese. Mas talvez o artigo que

iniciou �a etapa moderna, onde os modelos an�alogos come�caram a ter mais relevância na

comunidade cient���ca foi o trabalho de Unruh [29] em 1981. Ele usou o poder da analogia

dos uidos para explorar assuntos fundamentais relacionados �a radia�c~ao de Hawking. En-

tre os modelos que conformam a ampla lista encontramos desde modelos cl�assicos, como

os uidos newtonianos at�e modelos quânticos como o condensado de Bose-Einstein [28].

Veremos neste cap��tulo o surgimento da m�etrica efetiva numa teoria escalar n~ao linear
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gen�erica. Especi�camente ela prov�em da lineariza�c~ao, com rela�c~ao a um fundo �xo.

Como resultado deste processo a m�etrica efetiva carrega uma dependência da geometria

do fundo e da con�gura�c~ao da solu�c~ao de fundo da teoria em quest~ao. Esta nova geometria

descrita pela m�etrica efetiva descreve um espa�co-tempo curvo e lorentziano. Inclusive se o

espa�co de fundo �e newtoniano a geometria efetiva �e sempre curva. Assim, as perturba�c~oes

evoluem neste espa�co-tempo efetivo.

O exemplo mais simples para entender o procedimento de lineariza�c~ao e obten�c~ao da

m�etrica efetiva �e o caso das perturba�c~oes (som) num uido barotr�opico e irrotacional em

movimento [28] . Neste caso a m�etrica efetiva se manifesta de maneira natural a partir

das equa�c~oes da dinâmica newtoniana, como veremos em detalhe na se�c~ao subseq�uente.

Neste modelo a m�etrica efetiva (ou m�etrica ac�ustica) governa a propaga�c~ao das ondas

de som no uido. Caso o uido se torne supersônico, surge um buraco mudo, que �e o

an�alogo ac�ustico dos buracos negros na Relatividade Geral. Dado que uidos irrotacionais

e barotr�opicos como os do exemplo anterior s~ao descritos poruma lagrangiana veremos no

�nal do cap��tulo como a no�c~ao de m�etrica ac�ustica pode ser estendida a qualquer sistema

que seja descrito poruma lagrangiana gen�erico.

2.1 Perturba�c~oes num uido em movimento.

A base do modelo explora o dom��nio da dinâmica de uidos newtonianos [26]. A rep-

resenta�c~ao esquem�atica da propaga�c~ao das perturba�c~oes num uido em movimento �e

mostrada na Fig. ??

As equa�c~oes fundamentais da dinâmica newtoniana dos uidos s~ao a equa�c~ao de con-

tinuidade

@t�+
�!r � (� �!v ) = 0; (2.1)

e a equa�c~ao de Euler

�
d�!v
dt

� �
h
@t
�!v +

��!v � �!r��!v i = �!F ; (2.2)

6



Figura 2.1: Representa�c~ao de um uido em movimento (linha verde) que arrasta as ondas
de som (linhas vermelhas)

onde � e �!v s~ao respectivamente a densidade e a velocidade do uido,
�!
F �e a for�ca total

volum�etrica que inclui a for�ca devida �a press~ao, �a gravidade newtoniana e eventuais for�cas

externas arbitr�arias.

Supondo que o uido n~ao tem viscosidade e n~ao est�a sob inuência de for�cas externas,

tal que a �unica for�ca presente �e a for�ca devida a press~ao dada por
�!
F = ��!rp; a equa�c~ao

de Euler se escreve como

@t
�!v = �!v �

��!r ��!v
�
�
�!rp
�
� 1
2

�!r �!v 2: (2.3)

Partimos da suposi�c~ao de um uido irrotacional, com a qual podemos de�nir o potencial

da velocidade �!v � �!r�: Ainda, se consideramos o uido como uido barotr�opico, onde a

densidade depende somente da press~ao, � = �(p), a entalpia h �e de�nida em fun�c~ao de p

unicamente, ou seja,

h (p) =

Z p

0

dp0

� (p0)
=) .

�!rh = 1

�

�!rp:

Com estas considera�c~oes sobre o uido a equa�c~ao de Euler se reduz a

�@t�+ h+
1

2
(
�!r �)2 = 0: (2.4)
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A lineariza�c~ao das quantidades �; p e � se realiza em torno do fundo representado por

�0; p0; �0:

� = �0 + ��1 +O
�
�2; �3; :::

�
;

p = p0 + �p1 +O
�
�2; �3; :::

�
; (2.5)

� = �0 + ��1 +O
�
�2; �3; :::

�
;

onde � �e uma quantidade pequena cuja potência representa a ordem da perturba�c~ao.

Desprezando os termos com ordens maiores que um, e usando a equa�c~ao (2:5) ; a entalpia

toma a forma

h = h0 + �
p1
�0
+ ::: : (2.6)

Substituindo as equa~n�c~oes (2:5)na equa�c~ao de continuidade (2:1), obtemos

h
@t�0 +

�!r �
�
�0
�!r�0

�i
�0 +

h
@t�1 +

�!r �
�
�1
�!r�0 + �0

�!r�1
�i
�1 = 0: (2.7)

O termo com o fator �0 �e a equa�c~ao de continuidade (2:1) para as solu�c~oes do fundo,

@t�0 +
�!r �

�
�0
�!r�0

�
= 0; (2.8)

com isto, temos que

@t�1 +
�!r �

�
�1
�!r�0 + �0

�!r�1
�
= 0: (2.9)

A equa�c~ao de Euler (2.4), analogamente �a equa�c~ao de continuidade, resulta tamb�em em

um par de equa�c~oes, depois de considerada a equa�c~ao (2:5) ;isto �e,

�@t�0 + h0 +
1

2

��!r �0

�2
= 0; (2.10)

�@t�1 +
p1
�0
��!r �0 �

�!r �1 = 0: (2.11)
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Da equa�c~ao de estado e da equa�c~ao (2.11), temos

�1 =
@�

@p

����
0

p1 =
@�

@p
�0

�
@t�1 +

�!r �0 �
�!r �1

�
: (2.12)

Substituindo (2.12) na equa�c~ao linearizada de continuidade [28] obtemos

�@t
�
@�

@p

����
0

�0

�
@t�1 +

�!v 0 �
�!r �1

��
+
�!r �

�
�0
�!r�1 �

@�

@p

����
0

�0
�!v 0

�
@t�1 +

�!v 0 �
�!r �1

��
= 0:

(2.13)

Esta equa�c~ao linearizada descreve a propaga�c~ao das perturba�c~oes �1 do potencial escalar

linear. Note que �0; p0; �0 s~ao coe�cientes dependentes da posi�c~ao e do tempo limitados

a satisfazer as equa�c~oes de Euler e de continuidade para um uido barotr�opico, sem

viscosidade e irrotacional. Uma vez obtido �1 �e poss��vel obter �1 e p1 usando as equa�c~oes

(2:11) e (2:9) : Conseq�uentemente esta equa�c~ao descreve completamente o comportamento

das perturba�c~oes.

Introduzindo a matriz sim�etrica

f�� � �0
c2s

264�1 �vj0
�vi0

�
c2s�

ij � vi0v
j
0

�
375 ; (2.14)

onde "i" e "j" s~ao indices que indicam coordenadas espaciais e

c�2s � @�

@p

����
0

;

com cs sendo a velocidade de som. A equa�c~ao (2.13) pode ser escrita como

@� (f
��@��1) = 0; (2.15)

e onde foram utilizadas as coordenadas x� � (t; xi) : Com isto a equa�c~ao (2.15) �e com-

pletamente equivalente �a equa�c~ao (2.13), na nota�c~ao 4-dimensional que permite facilidade

operacional e correspondência com a equa�c~ao de D'Alembert para um campo escalar �
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com uma m�etrica eg�� ; dada por
�� � 1p�g@�

�p
�egeg��@��� : (2.16)

Esta correspondência mostra que podemos de�nir a m�etrica efetiva eg�� como
p
�eg eg�� = f�� : (2.17)

A partir de agora os termos com tilde indicam �as quantidades de�nidas usando a m�etrica

efetiva. Segue da equa�c~ao (2:14) e da equa�c~ao (2:17)que

eg = det (f��) = ��40
c2s
;
p
�eg = �20

cs
: (2.18)

Portanto

eg�� �t; xi� � 1

�0cs

264�1 �vj0
�vi0

�
c2s�

ij � vi0v
j
0

�
375 ; (2.19)

que �e a m�etrica efetiva inversa. Podemos determinar a m�etrica efetiva simplesmente

invertendo a equa�c~ao (2:19). Usando eg��eg�1�� = ��� ,

eg�1�� �t; xi� � �0
cs

264� (c2s � v20) �vj0
�vi0 �ij

375 ; (2.20)

e o intervalo ac�ustico se expressa, como segue

ds2 =
�0
cs

�
�c2sdt2 + �ij

�
dxi � vi0dt

� �
dxj � vj0dt

��
: (2.21)

Segue que a propaga�c~ao do som num uido barotr�opico, sem viscosidade e irrotacional

�e governado pela m�etrica efetiva (2.21), a qual descreve um espa�co-tempo efetivo de

Lorentz em (3 + 1) dimens~oes. Esta m�etrica depende das fun�c~oes do fundo, ou seja

�ca completamente determinada pela densidade, velocidade do uido e velocidade do
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som. �E not�avel que a m�etrica ac�ustica herde algumas propriedades da m�etrica do fundo

como causalidade, assinatura e simetrias, como veremos na se�c~ao (3:1). Outro aspecto

a observar �e que uma m�etrica lorentziana geral possui 6 graus de liberdade (em 3 + 1

dimens~oes) enquanto a m�etrica ac�ustica �e mais restrita, possui 2, �0 e cs. Assim, o espa�co-

tempo ac�ustico desta sec�c~ao n~ao pode representar mais que um subconjunto dos poss��veis

espa�co-tempos que solu�c~oes de uma teoria gravitacional visa descrever). �E importante

notar ainda que no contexto do espa�co-tempo ac�ustico a m�etrica efetiva inversa eg�� tem
maior relevância no sentido que, nas equa�c~oes de movimento ou no tensor momento e

energia ela aparece de forma expl��cita. A m�etrica ac�ustica incorpora(para casos com as

simetrias necess�arias) v�arias no�c~oes da Relatividade Geral como ergo-esferas, horizontes

de eventos, etc.

A dedu�c~ao da m�etrica efetiva neste caso foi constru��da atrav�es das equa�c~oes funda-

mentais da dinâmica de uidos mas, como veremos na se�c~ao seguinte, o processo pode ser

estendido ao caso de uma teoria descrita por qualquer lagrangiana n~ao linear1.

2.2 Modelo lagrangiano

Na se�c~ao precedente foi introduzida a no�c~ao de m�etrica efetiva, derivada a partir das

equa�c~oes fundamentais da dinâmica newtoniana no caso de um uido barotr�opico, sem

viscosidade e irrotacional. Como, em geral os campos f��sicos s~ao descritos atrav�es de uma

lagrangiana, surge a quest~ao se a no�c~ao de m�etrica efetiva pode ser estendida a todos os

sistemas que sejam descritos por uma lagrangiana. Nesta se�c~ao veremos que, de fato, a

m�etrica efetiva emerge em diferentes teorias n~ao lineares descritas poruma lagrangiana.

1De fato, o uido desta se�c~ao tamb�em admite uma descri�c~ao lagrangeana [28].
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2.2.1 C�alculo da m�etrica efetiva para uma teoria escalar n~ao

linear

Consideremos um campo escalar � (x) cuja dinâmica �e governada pela a�c~ao

S(W ) =

Z p
�gL(W;�)d4x; (2.22)

onde g �e o determinante da m�etrica do fundo,W = g��@��@�� e L �e uma fun�c~ao arbitr�aria

de W e �: O tensor momento energia associado �e

T�� �
�S

�g��
= 2LW@��@��� g��L; (2.23)

onde LW � dL
dW
. A densidade de energia �e dada por

� = 2WLW : (2.24)

Impondo que ela seja positiva, a lagrangeana deve satisfazer,

LW > 0 8 W > 0; (2.25)

ou

LW < 0 8 W < 0:

A equa�c~ao de movimento, obtida da varia�c~ao da a�c~ao apresentada na equa�c~ao (2.22)

com rela�c~ao ao campo �, vem dada por

2
�p
�gLWg���;�

�
;� �

p
�gL� = 0; (2.26)

onde L� = @L=@�: Perturbando linearmente a solu�c~ao de fundo, de maneira que

�
�
t; xi

�
! �0

�
t; xi

�
+ "�1

�
t; xi

�
; (2.27)
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onde �0 �e o campo de fundo e �1 a perturba�c~ao e " �e uma constante que indica a ordem

da perturba�c~ao. Podemos expandir a lagrangiana em torno de �0 da seguinte forma [26]:

L(W;�) = "0L(W0; �0) + "1
�
L� �1 + 2LW�0;��1;�g��

�
+ (2.28)

+ "2
�
LW �1;��1;�g

�� +
1

2
L�� �21 + 2LW��1�0;��1;�g

�� + 2LWW (�0;��1;�g
��)2

�
+

+ O("3) :

A a�c~ao perturbada �e dada por

S =

Z p
�g
�
L(W0; �0) + "1

�
L� �1 + 2LW�0;��1;�g��

�
+ (2.29)

+"2
�
LW �1;��1;�g

�� +
1

2
L�� �21 + 2LW��1�0;��1;�g

�� + 2LWW (�0;��1;�g
��)2

�
+

+O("3)gd4x:

Integrando por partes, obtemos

S =

Z p
�g
�
L(W0; �0) + "2[LW �1;��1;�g

��+

+
1

2
L�� �21 + 2LW��1�0;��1;�g

�� + 2LWW (�0;��1;�g
��)2] +O("3)d4x;

onde temos usado a equa�c~ao (2.26) para eliminar o termo de ordem "1 na equa�c~ao (2:29).

O termo de ordem "0 na equa�c~ao (??) corresponde �a a�c~ao do campo de fundo, e o termo

de ordem "2 �e a a�c~ao das perturba�c~oes,

S2 =

Z p
�g
�
LW �1;��1;�g

�� +
1

2
L�� �21 + 2LW��1�0;��1;�g

�� + 2LWW (�0;��1;�g
��)2

�
d4x:

(2.30)

Desta a�c~ao podemos agora obter a equa�c~ao de movimento correspondente ao campo �1 :

�p
�g
�
LWg�� + 2LWWg

��g���0;� �0;�
�
�1;�

�
;� +

p
�gL�Wg���0;��1;��

1

2

p
�gL���1 = 0:

(2.31)
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Esta �e uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem com coe�cientes dependentes da con-

�gura�c~ao de fundo �0 e L. Se de�nirmos

f�� �
p
�g
�
LWg�� + 2LWWg

��g���0;� �0;�
���
0
; (2.32)

a equa�c~ao (2:31) toma a forma

[f���1;� ] ;� +
p
�gL�Wg���0;��1;� �

1

2

p
�gL���1 = 0: (2.33)

A m�etrica efetiva eg�� se de�ne de maneira equivalente ao caso estudado na se�c~ao anterior
f�� �

p
�eg eg�� : (2.34)

Introduzindo a matriz M�� � [LWg�� + 2LWWg
��g���;� �;� ]0; temos que

p
�eg = �g �� det �LWg�� + 2LWWg

��g���0;� �0;�
�� 1

2

0
= �g

p
�M;

que nos leva a escrever

eg�� = M��

p�g
p
�M

: (2.35)

Com isto escrevemos a equa�c~ao de movimento das perturba�c~oes como segue

�p
�egeg���1;� � ;� +L�Wg���0;��1;� � 12L���1 = 0: (2.36)

Este resultado �e bastante geral, j�a que �e aplic�avel a qualquer lagrangeana que dependa

somente de um campo escalar e da combina�c~ao de derivadas primeiras dadas por W . A

equa�c~ao de movimento ser�a hiperb�olica somente se a m�etrica efetiva for lorentziana. Neste

caso as equa�c~oes ter~ao solu�c~oes de tipo onda [30].

Utilizando o m�etodo da eikonal, a partir da equa�c~ao (2:36) ; veremos que as per-
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turba�c~oes de alta energia s~ao governadas pela m�etrica efetiva. Seja

�1 = a exp [i (x)] ;

onde  �e a eikonal e a amplitude [31]. Atrav�es dela de�nimos

k� �
@ 

@x�
; (2.37)

que �e normal �as superf��cies de�nidas por  =constante. Depois de substitui-la na equa�c~ao

(2:36) obtemos

eg��k�k� + k�
�
@�a+ aL�Wg���0;�

�
+

�eg�� �a;�;� + a ;�;�
�
+ L�Wg���0;�a;� �

1

2
L��

�
= 0:

(2.38)

Considerando perturba�c~oes de alta energia podemos descartar termos n~ao quadr�aticos em

k; obtendo assim a equa�c~ao

eg��k�k� = 0: (2.39)

O cone de luz efetivo �e formado por vetoresN�; que s~ao tangentes �a superf��cie  =constante

e devem cumprir a condi�c~ao N�k� = 0: Pode-se ent~ao, a partir da equa�c~ao (2:39) ; de�nir

N� = eg��k� : (2.40)

Se eg�1�� �e inversa de eg�� , tal que eg��eg�1�� = ���, da equa�c~ao (2:40) temos

k� = (eg��)�1 N � ; (2.41)

e substituindo isto na equa�c~ao (2:39) obtemos

(eg��)�1N�N � = 0: (2.42)

Isto mostra que as perturba�c~oes de alta energia se movimentam sobre o cone de luz efetivo
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de�nido pela m�etrica efetiva (eg��)�1 e, conseq�uentemente, a propaga�c~ao das perturba�c~oes
de menor energia tem lugar dentro deste cone. Ent~ao, podemos escrever a equa�c~ao de

movimento para perturba�c~oes de alta energia como segue:

�p
�eg eg���1;� � ;� = 0: (2.43)

Como mencionamos, as equa�c~oes de movimento das perturba�c~oes ser~ao hiperb�olicas se

a m�etrica efetiva for lorentziana. Esta hiperbolicidade, portanto, imp~oe novas condi�c~oes

sobre a lagrangiana (levando em conta que a m�etrica efetiva depende tanto do campo do

fundo como da forma expl��cita de L). Veremos quais condi�c~oes devem ser satisfeitas para

garantir a hiperbolicidade das equa�c~oes de movimento. Considere a express~ao [32]

h�� � g�� + 2
LWW

LW
g��g���;� �;� ; (2.44)

que �e proporcional �a m�etrica efetiva, para LW 6= 0: A inversa �e

(h��)
�1 � g�� �K

@��@��

1�K@��@��
: (2.45)

O coe�ciente K vem dado por

K = �2LWW

LW
: (2.46)

De�nindo dois vetores unit�arios, um de tipo tempo T� e o outro de tipo espa�co S�; portanto

ortogonais entre si, tais que:

g��T�T� = 1 (2.47)

g��S�S� = �1 (2.48)

g��T�S� = 0; (2.49)

podemos distinguir diferentes casos:
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1. O gradiente de � �e de tipo tempo �! @�� = AT� e temos que

h��T�T� = 1�KA2 (2.50)

e

h��S�S� = �1; (2.51)

h��T�S� = 0: (2.52)

Se KA2 < 1 a m�etrica efetiva �e hiperb�olica e portanto lorentziana e se KA2 > 1 a

m�etrica �e de assinatura (+;+;�;�).

2. Se o gradiente de � for tipo espa�co, temos que @�� = AS� e um c�alculo an�alogo

ao anterior mostra que se KA2 > �1 a m�etrica �e lorentziana e para KA2 < �1 a

m�etrica �e positiva de�nida:

3. Se o gradiente for nulo, a assinatura �e sempre lorentziana.

A seguinte tabela resume a an�alise

KA2 W > 0 W < 0 W = 0

< 1 lorentziana - lorentziana

> 1 ass. (+,+,-,-) - todos os

> �1 - lorentziana casos

< �1 - negativa

(2.53)

Da tabela podemos ver que a condi�c~ao que descreve todos os casos para os quais a

m�etrica efetiva �e sempre lorentziana �e

K@��@
�� < 1; (2.54)

onde temos A2 = @��@
�� para gradiente tipo tempo e A2 = �@��@�� para gradiente de
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tipo espa�co. Substituindo a express~ao para K, obt�em-se

LW + 2WLWW > 0; (2.55)

com LW 6= 0. Assim, uma lagrangiana �sicamente admiss��vel deve cumprir as condi�c~oes

(2:25) e (2:55).

�E poss��vel calcular a posi�c~ao do cone de luz da m�etrica efetiva com rela�c~ao ao cone

de luz da m�etrica do fundo tamb�em atrav�es da derivada da lagrangiana [32]. Seja v� um

vetor nulo no espa�co efetivo eg�� , tal que
eg��v�v� = 0: (2.56)

quando substitu��da na express~ao (2:45) temos que

g��v
�v� = �K (@��@

��)2

(1�K@��@��)
2 ; (2.57)

e segue ent~ao que se K � 0 o cone de luz de eg�� est�a dentro ou coincide com o cone de

g�� ; e para K < 0 o cone est�a fora. O cone de luz efetivo foi analisado em detalhe em [33]

para campos escalares n~ao lineares e em [34] em eletrodinâmica n~ao linear

2.2.2 Tensor momento energia das perturba�c~oes

Da a�c~ao das perturba�c~oes de�nida na equa�c~ao (2:30) o tensor momento energia das per-

turba�c~oes se deduz a partir da de�ni�c~ao,

eT�� = �S2
�eg�� ; (2.58)

que resulta na express~ao

eT �� = eg���1;��1;� � 12���eg���1;��1;�: (2.59)
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Mostramos neste cap��tulo como �e obtida a m�etrica efetiva em teorias n~ao lineares para

um campo escalar. Este pode ser considerado como um caso particular de uma teoria que

abrange m�ultiplos campos escalares, podendo levar ao surgimento de m�ultiples m�etricas

efetivas, o que traz como consequência multirefringência e/ou multimetricidade [35] como

veremos na se�c~ao seguinte

2.2.3 O caso de N campos escalares

Nesta se�c~ao veremos como a m�etrica efetiva n~ao s�o �e resultado natural de teorias n~ao

lineares com um campo escalar mas tamb�em pode surgir em teorias com N campos. Esta

adi�c~ao resulta em refringência e, em alguns casos, em multimetricidade [35].

Seja �A = f�1; �2; : : : g uma cole�c~ao de campos escalares cuja dinâmica �e governada

por uma lagrangiana L(@��A; �A). Da mesma maneira como no caso de um campo es-

calar, consideramos utua�c~oes em torno da solu�c~ao da equa�c~ao de movimento do fundo.

Escrevemos, �A(t; ~x) = �A0 (t; ~x)+��
A
1 (t; ~x)+

�2

2
�A2 (t; ~x)+O(�

3) e expandimos a lagrangiana

L(@��A; �A) = L(@��A0 ; �A0 ) + �

�
@L

@(@��
A)

@��
A
1 +

@L
@�A

�A1

�
+

�2

2

�
@L

@(@��
A)

@��
A
2 +

@L
@�A

�A2

�
+
�2

2

"
@2L

@(@��
A) @(@��

B)
@��

A
1 @��

B
1 + (2.60)

2
@2L

@(@��
A) @�B

@��
A
1 �

B
1 +

@2L
@�A @�B

�A1 �
B
1

#
+O(�3):

A a�c~ao correspondente �e

S(�A) =

Z
d4x L(@��A; �A): (2.61)

Novamente, como no caso de um campo escalar, usamos as equa�c~oes de movimento do
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fundo para eliminar termos lineares, obtendo assim

S(�A) = S(�A0 ) +
�2

2

Z
d+1

"�
@2L

@(@��
A) @(@��

B)

�
@��

A
1 @��

B
1 +

+2

�
@2L

@(@��
A) @�B

�
@��

A
1 �

B
1 + (2.62)

+

�
@2L

@�A @�B

�
�A1 �

B
1

#
+O(�3):

As equa�c~oes de movimento para as perturba�c~oes agora s~ao dadas por

@�

��
@2L

@(@��
A) @(@��

B)

�
@��

B
1

�
+ @�

�
@2L

@(@��
A) @�B

�B1

�
+ (2.63)

�@��B1
@2L

@(@��
B) @�A

�
�

@2L
@�A @�B

�
�B1 = 0:

Vamos introduzir a matriz

f��AB �
1

2

�
@2L

@(@��
A) @(@��

B)
+

@2L
@(@��

A) @(@��
B)

�
; (2.64)

que �e sim�etrica sob �, � e A, B: De�nimos ainda,

��AB � +
@2L

@(@��
A) @�B

� @2L
@(@��

B) @�A
+ (2.65)

+
1

2
@�

�
@2L

@(@��
A) @(@��

B)
� @2L
@(@��

A) @(@��
B)

�
;

que �e uma quantidade antissim�etrica em A, B. Equivalentemente escrevemos

��AB � +
@2L

@(@��
A) @�B

� @2L
@(@��

B) @�A
+ (2.66)

�1
2
@�

�
@2L

@(@��
A) @(@��

B)
� @2L
@(@��

B) @(@��
A)

�
;

e

@� �
�
AB = @�

@2L
@(@��

A) @�B
� @�

@2L
@(@��

B) @�A
: (2.67)
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Finalmente de�nimos

KAB = �
@2L

@�A @�B
+
1

2
@�

�
@2L

@(@��
A) @�B

�
+
1

2
@�

�
@2L

@(@��
B) @�A

�
; (2.68)

que por constru�c~ao �e sim�etrica em A;B. Com isto podemos reescrever a equa�c~ao 2.63 em

termos de f��AB, �
�
AB, e KAB como

@�
�
f��AB @��

B
1

�
+
1

2

�
��AB @��

B
1 + @�(�

�
AB �

B
1 )
�
+KAB �

B
1 = 0: (2.69)

Esta express~ao simpli�cada descreve um sistema de equa�c~oes diferencias parciais, onde as

quantidades f��AB, �
�
AB,KAB podem ser interpretadas como a m�etrica efetiva, a conex~ao e

o termo de massa, respectivamente. Agora, queremos construir a no�c~ao de m�etrica efetiva

atrav�es das quantidades f��AB (como no caso com um campo escalar), mas veremos que

isto n~ao �e sempre poss��vel.

Consideremos a aproxima�c~ao eikonal

�A(x) = �A(x) exp[�i'(x)]; (2.70)

onde �A(x) �e uma amplitude que varia lentamente, e '(x) �e a fase que varia rapidamente.

Temos

ff��AB k�k� + ��AB k� +KABg �B1 = 0: (2.71)

onde k� = @�'(x) e �
B
1 representa os diferentes dire�c~oes de "polariza�c~ao". Esta equa�c~ao

tem solu�c~ao n~ao trivial somente se �A(x) �e um autovetor nulo da matriz

f��AB k�k� + �
�
AB k� +KAB: (2.72)

A condi�c~ao para este autovetor nulo existir �e

det ff��AB k�k� + ��AB k� +KABg = 0: (2.73)
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No caso particular de altas energias podemos descartar termos n~ao quadr�aticos em k� e

escrever a express~ao (2:71) como

ff��AB k�k�g�B1 = 0:

A situa�c~ao mais simples e ideal poss��vel com rela�c~ao ao surgimento de uma estrutura

geom�etrica efetiva �e que todas as polariza�c~oes possam ser descritas mediante uma �unica

m�etrica. Para isto a matriz f��AB deve satisfazer a condi�c~ao

f��AB = hAB
p
�gg�� : (2.74)

Uma segunda situa�c~ao poss��vel �e o caso de multimetricidade onde todas as polariza�c~oes

s~ao descritas por m�etricas independentes. Isto signi�ca que a matriz f��AB deve ter uma

representa�c~ao diagonal da forma,

f��AB = diagff��1; f��2; :::; f��Ng = diagf
p
�g1g��1 ;

p
�g2g��2 ; :::;

p
�gNg��N g: (2.75)

Quando f��AB n~ao satisfaz a condi�c~ao 2.75 a descri�c~ao geom�etrica n~ao �e poss��vel e teremos

somente refringência.

Para ilustrar este assunto veremos o exemplo de dois campos escalares. Fazemos uso

da equa�c~ao (2:64), cuja matriz �e

(f��AB) =

264f��11 f��12

f��21 f��22

375 ; (2.76)

e escrevemos o determinante

det[f��ABk�k� ] = (f
��
11 f

��
22 � f��12 f

��
12 )k�k�k�k� = 0: (2.77)
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Se f��AB satisfaz a condi�c~ao (2:74), podemos escrever

f��11 = h11
p
�gg�� ;

f��22 = h22
p
�gg�� ; (2.78)

f��12 = h12
p
�gg�� :

Com isto, substituindo na equa�c~ao (2:77); obtemos

h11h22 (
p
�egeg��k�k�)2 � h212 (

p
�egeg��k�k�)2 = 0; (2.79)

(h11h22 � h212 )(
p
�egeg��k�k�)2 = 0; (2.80)

o que reete claramente em unimetricidade. Quando f��AB satisfaz a condi�c~ao (2:75) a

equa�c~ao (2:77) resulta na express~ao

(f��11 k�k�)(f
��
22 k�k�) = 0; (2.81)

e portanto indica bimetricidade. Quando nenhuma das condi�c~oes anteriores for satisfeita

n~ao ser�a poss��vel a descri�c~ao efetiva, mas ainda haver�a birrefringência

Vimos neste cap��tulo o surgimento da m�etrica efetiva na teoria de campos escalares e

algumas das suas propriedades. Mas, na realidade, a m�etrica efetiva n~ao �e apenas uma

particularidade de teorias escalares, ela aparece tamb�em em outras teorias n~ao lineares

como, por exemplo, a eletrodinâmica n~ao linear [34], [36], [37]. A abordagem geral destas

teorias �e baseada em a�c~oes com termos adicionais �a a�c~ao usual de Maxwell induzidos por

diferentes processos. Aplica�c~oes da m�etrica efetiva tamb�em tem aparecido em �areas como

a Gravita�c~ao, Cosmologia e Astrof��sica. A continua�c~ao, faremos uma pequena revis~ao

sobre alguns trabalhos onde a m�etrica efetiva �e aplicada em cada uma destas �areas.
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2.3 Algumas aplica�c~oes da m�etrica efetiva

2.3.1 M�etrica efetiva em Gravita�c~ao

Teorias escalares n~ao lineares têm sido usadas em fenômenos f��sicos, especialmente em

Gravita�c~ao. Nestas teorias escalares a m�etrica efetiva foi classi�cada segundo o tipo do

gradiente do campo escalar, estudando tamb�em as diferentes assintaruas permitidas [30].

Ao mesmo tempo, em eletrodinâmica n~ao linear, a m�etrica efetiva resultante foi expressada

atrav�es do tensor energia momento o qual, por ser um tensor sim�etrico de segunda ordem,

permite usar a classi�ca�c~ao de Segr�e [34].

No regime n~ao linear da eletrodinâmica a m�etrica efetiva tem sido usada para descrever

a propaga�c~ao da luz. As n~ao linearidades no campo eletromagn�etico mudam o comporta-

mento das geod�esicas dos f�otons, as quais n~ao s~ao mais nulas no espa�co-tempo de fondo

mas sim numa geometria efetiva. Esta abordagem permitiu desenvolver toda uma nova

estrutura de tratamento da propaga�c~ao da luz. Assim, �e poss��vel obter condi�c~oes gerais

para o cone de luz para diferentes polariza�c~oes para uma classe de teorias constru��das a

partir dos invariantes de gauge com aplica�c~oes a estudos de birrefringência [38], [39]. O

uso da t�ecnica de m�etricas efetivas neste regime tamb�em tem possibilitado o estudo de

processos an�alogos aos que ocorrem em gravita�c~ao, tais como buracos negros. Os materi-

ais diel�etricos s~ao bons meios para conseguir esta analogia pois s~ao fontes de espa�co-tempo

curvos efetivos. O exemplo mais antigo e simples �e obtido considerando um meio continuo

com permissividade constante, o qual gera uma geometria dada pela m�etrica de Gordon.

Resultados gerais foram obtidos ao considerar a varia�c~ao da permissividade em [40]. A

pesar da birrefringência ambas m�etricas possuem o mesmo horizonte e ainda tanto os

f�otons que regidos por uma têm uma propaga�c~ao qualitativamente similar aos f�otons que

regidos pela outra m�etrica efetiva. Isto permitiu obter um novo buraco negro an�alogo que

depende do campo el�etrico aplicado. O modelo an�alogo exato foi reproduzido usando as-

pectos de �otica geom�etrica conseguindo ainda reduzir a temperatura de Hawking em [41],

[42]. Adicionalmente, a eletrodinâmica n~ao linear pode tamb�em induzir os f�otons a terem
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trajet�orias fechadas de tipo espa�co [43]. Outras solu�c~oes obtidas das equa�c~oes de Einstein

correspondem �a descri�c~ao de buracos de minhoca. Estes vem de con�gura�c~oes espec���cas

do campo no eletromagnetismo de Born-Infeld num espa�co-tempo plano [44]. Buracos de

minhoca tamb�em foram reproduzidos usando a lagrangiana com corre�c~oes quânticas em

one-loop. Tais solu�c~oes somente s~ao poss��veis por meio de um campo magn�etico. Al�em

disso, estudos sobre a estabilidade termodinâmica e dinâmica de buracos negros an�alogos

provenientes de fontes n~ao lineares eletromagn�eticas mostraram ser est�aveis, sugerindo

ainda que existe uma equivalência entre ambos os tipos de estabilidade termodinâmica e

estabilidade dinâmica [45].

2.3.2 M�etrica efetiva em Cosmologia

A Cosmologia �e um �area que tamb�em tem se bene�ciado pela aplica�c~ao da m�etrica efetiva

em teorias n~ao lineares. A ressonância de Feshbach no condensado de Bose-Einstein foi

usada como sistemas de gera�c~ao de um modelo an�alogo cosmol�ogico para reproduzir o

espa�co-tempo FRW em [46]. Cen�arios cosmol�ogicos produzidos por eletrodinâmica n~ao

linear (EDNL) foram usados no estudo de algumas caracter��sticas do universo. Certos

tipos de n~ao linearidade levaram a equa�c~oes de estado negativa e, conseq�uentemente, �a

expans~ao acelerada [47], [48] e ainda evitaram universos com singularidade [37]. O "Re-

Bouncing" �e outra caracter��stica de universos produzidos por EDNL. Sob extens~oes da

teoria de Born-Infeld o universo entra num ciclo colapso-bouncing-expans~ao-acelera�c~ao-

re-bouncing-colapso conhecida como universo c��clico [49], [50]. Tamb�em, a bariogênese

e a ampli�ca�c~ao do campo magn�etico primordial dentro do mesmo marco da EDNL s~ao

assuntos onde a m�etrica efetiva �e determinante [51].

Por outro lado, campos escalares n~ao lineares tamb�em fornecem luz a problemas

cosm�ologicos. Dentro deste regime, a teoria de Born-Infeld escalar estendida propor-

ciona a uni�ca�c~ao da mat�eria escura e energia escura, assim como tamb�em uma poss��vel

explica�c~ao �a forma�c~ao de estrutura [52].
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2.3.3 M�etrica efetiva em Astrof��sica

A Astrof��sica �e outro campo onde a m�etrica efetiva pode ser utilmente aplicada. Atrav�es

da eletrodinâmica n~ao linear a m�etrica efetiva permite fazer corre�c~oes no redshift grav-

itacional de uma estrela de nêutrons num campo magn�etico forte em [53], [54] [55]. Por

sua vez, a hidrodinâmica tamb�em tem sido usada no estudo da estabilidade dos discos

de acre�c~ao do buraco negro de Schwarzschild [23]. Outros exemplos de aplica�c~ao s~ao os

efeitos de lentes em buracos negros com carga [56], a inuência das n~ao linearidades na

velocidade das ondas gravitacionais em [57] e a estabilidade de coroas estelares em (E.

Parker1966). Por outro lado, tentativas de resolver anomalias nas freq�uências da nave

espacial Pioneer 10/11 usando EDNL foram feitas em [58].

Ao longo deste cap��tulo analisamos algumas propriedades e carater��sticas da m�etrica

efetiva e vimos que esta �e de muita utilidade em diferentes �areas da f��sica para estudar

diversos problemas. A utilidade prov�em do surgimento natural desta nas teorias n~ao

lineares que fazem da m�etrica efetiva uma ferramenta fundamental.
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Cap��tulo 3

Estabilidade utilizando a m�etrica

efetiva

Nos cap��tulos pr�evios vimos v�arios exemplos que ilustram a utilidade do conceito de

m�etrica efetiva. Neste cap��tulo veremos como �e poss��vel incorporar a m�etrica efetiva

ao estudo da estabilidade de um dado sistema f��sico. Como foi mostrado por Moncrief

em [23], �e poss��vel obter uma express~ao para a taxa de varia�c~ao temporal da energia

das perturba�c~oes num fundo �xo, em fun�c~ao de uma integral de superf��cie, e determinar

o sinal desta �ultima sem resolver a equa�c~ao de movimento das perturba�c~oes nem a do

fundo. O m�etodo �e bastante geral, desde que o sistema tenha as simetrias apropriadas

(e pode ser usado para determinar a estabilidade linear de qualquer sistema descrito por

uma lagrangeana n~ao linear que dependa do campo e do termo cin�etico W ). Em [23] o

sistema estudado foi um uido perfeito acrescentando num buraco negro de Schwarzschild.

Aplicaremos o m�etodo ao caso do uido que descreve o condensado fantasma (que ser�a

introduzido no cap��tulo 4) em acre�c~ao num buraco negro de Schwarszchild. Mostraremos

que tal sistema �e est�avel sob perturba�c~oes lineares. A �m de sustentar o resultado obtido

pela aplica�c~ao do m�etodo de Moncrief, analizaremos a estabilidade atrav�es do m�etodo

da positividade do potencial efetivo, introduzido por Wald [24]. Em ambos m�etodos se

consideram campos teste su�cientemente fracos, isto �e, que n~ao alteram a geometria do
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buraco negro.

3.1 M�etodo da integral da superf��cie

A an�alise de Moncrief come�ca usando a lei de conserva�c~ao do tensor momento energia das

perturba�c~oes, dada por er�
eT �� = 0: (3.1)

Se eX� �e um vetor de Killing de eg�� , mostraremos a seguir que
er�

� eX� eT �� � = 0: (3.2)

O vetor de Killing satisfaz por de�ni�c~ao, er�
eX� = �er�

eX�. Portanto,

er�

� eX� eT �� � = eT �� er�

�eg�� eX�

�
+ eX� er�

eT �� = 0; (3.3)

j�a que o primeiro termo do lado direito se anula devido �a antissimetria de er�
eX� e a

simetria de eT �� e o segundo termo se anula por causa da equa�c~ao (3:1) :
Se eX� = ��t , que corresponde �as transla�c~oes temporais numa m�etrica estacio�aria, a

equa�c~ao (3:2) se reduz a er�

�
��t
eT �� � = er�

eT �t = 0; (3.4)

que, usando a identidade, pode ser reescrita como segue

er�
eT �t = @�

�p
�eg eT �t � = 0: (3.5)

Integrando esta equa�c~ao num 3 - volume V ,

Z
V

@�

�p
�eg eT �t � d3x = 0; (3.6)
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e separando as componentes temporal t e espaciais i, obtemos

Z
V

@t

�p
�eg eT tt� d3x+ Z

V

@i

�p
�eg eT it� d3x = 0; (3.7)

que ainda pode ser escrita na forma

d

dt

Z
V

p
�eg eT tt d3x = �Z

V

�p
�eg eT it�

;i
d3x: (3.8)

Por de�ni�c~ao, a energia das perturba�c~oes �e

eE = Z
V

p
�eg eT tt d3x: (3.9)

Com isto temos, da equa�c~ao (3:8)que

d eE
dt
= �

Z
V

�p
�eg eT it�

;i
d3x; (3.10)

que �e a varia�c~ao da energia das perturba�c~oes com o tempo no volume V . Depois de aplicar

o teorema de Gauss no lado direito da equa�c~ao, e de substituir o tensor energia-momento

escrito na equa�c~ao (2:59) ; temos,

d eE
dt
= �

I
S

p
�~g
�
�1;i�1;tegii + (�1;t)2egit� dSi; (3.11)

onde S �e a superf��cie que envolve o volume V . Tendo em mente as aplica�c~oes ao buraco

negro de Schwarzschild, a superf��cie de integra�c~ao pode ser separada em duas superf��cies

concêntricas que encerram o volume V : uma superf��cie SR com raio R , que ser�a tomado

como o in�nito ao �nal do c�alculo, com uma normal apontada para fora da superf��cie, e

uma superf��cie menor S" com normal apontada para o centro, de radio ", como se vê na

�gura 3:1 .
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Figura 3.1: Superf��cies conc�entricas que cont�em volume V enquanto seus raios tendem a
�! rs e R!1 respectivamente.

Utilizando estas superf��cies, a equa�c~ao (3:11) toma a forma

d eE
dt
= I = I1 + I2; (3.12)

onde

I1 = � lim
R!1

I
SR

p
�~g
�
�1;r�1;tegrr + (�1;t)2egrt� dSR; (3.13)

I2 = lim
"!rs

I
S"

p
�~g
�
�1;r�1;tegrr + (�1;t)2egrt� dS": (3.14)

Note que o ��ndice i foi substitu��do por r levando em conta a simetria radial das superf��cies

escolhidas. I1 �e calculada na superf��cie exterior fazendo R tender ao in�nito e I2 �e cal-

culada na superf��cie interior fazendo " ir para rs; sendo este o valor que no Cap��tulo 4

ser�a de�nido como o horizonte sônico, que limita a regi~ao da qual as perturba�c~oes n~ao

podem sair. Note-se tamb�em que as normais das superf��cies s~ao opostas, dando lugar �a

diferen�ca de sinais entre I1 e I2. A express~ao (3:12) nos indicar�a se o sistema estudado �e

linearmente est�avel ou inst�avel atrav�es do sinal que a integral possa ter.
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Supondo que no in�nito a m�etrica efetiva se reduz �a m�etrica de Minkowski (veremos

que de fato isto ocorre no exemplo analisado no cap��tulo seguinte), isto �e

p
�egegrr !

p
�ggrr = �r2 sin �; (3.15)p

�egegrt ! 0; (3.16)

a primeira integral I1 toma a forma

I1 = �
Z p

�~gegrr�1;r�1;t���1 dSr: (3.17)

O requisito da �nitude da energia das perturba�c~oes, dada na express~ao (3:9) ;�e que esta

deve ser �nita [23] e que as perturba�c~oes devem cair em uma potência de 1=rp, onde p > 0,

leva ao seguinte comportamento no in�nito

�1;t �
a

r
3
2
+�
; �1;r �

a0

r
5
2
+�
; (3.18)

onde � > 0, e a e a�s~ao constantes. Substituindo as equa�c~oes (3:15) e (3:18) na equa�c~ao

(3:17) ; vemos que I1 = 0.

Conseq�uentemente o sinal da varia�c~ao temporal da energia das perturba�c~oes �e total-

mente determinado pela integral

d eE
dt
= I2 =

I
S"

p
�~g
�
�1;r�1;tegrr + (�1;t)2egrt����

rs
dSr: (3.19)

No horizonte sônico o termo egrr se anula e obtemos
d eE
dt
=

Z p
�~g(�1;t)2egrt���

rs
d�d': (3.20)

Deste modo a taxa da varia�c~ao da energia com o tempo �e determinada pelo sinal da

integral avaliada no horizonte sônico, sem precisar integrar, mais especi�camente pelo
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sinal do coe�ciente da m�etrica efetiva egrt. Mas caso o sinal de d eE=dt seja negativo, �e
preciso ainda provar que eE �e positivo para demonstrar que o sistema �e est�avel. Devemos
ent~ao analisar a energia das perturba�c~oes de�nida na equa�c~ao (3:9) ;

eE = 1

2

Z
V

p
�eg �egtt�21;t � egii�21;i� d3x; (3.21)

onde substitu��mos o tensor momento energia da equa�c~ao (2:59). Por sua vez, para queeE seja positiva, devemos ter que egtt �e positivo e que as componentes egrr; eg��; eg'' s~ao
negativas. Finalmente �e importante notar a simplicidade e c�alculo quase direto da es-

tabilidade. Deste modo, para qualquer sistema que seja de�nido poruma lagrangiana

gen�erica dependente de W e do campo escalar acrescentando com simetria esf�erica num

buraco negro.

3.2 Estabilidade e positividade do potencial efetivo.

Nesta se�c~ao veremos que a positividade do potencial efetivo �e condi�c~ao su�ciente para a

estabilidade linear do sistema. Como introdu�c~ao ao m�etodo consideraremos um campo

escalar teste sem massa, com a geometria de Schwarzschild como fundo [59]. O campo

escalar satisfaz a equa�c~ao de Klein-Gordon,

@�(
p
�gg��@��) = 0; (3.22)

onde g �e o determinante da m�etrica g�� ; dada por

ds2 = fdt2 � f�1dr2 + r2d
2; (3.23)
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onde f (r) �
�
1� 2M

r

�
: Para resolver a equa�c~ao utilizaremos o m�etodo de separa�c~ao de

vari�aveis de forma tal que a fun�c~ao � se escreve

� = û(r; t)	l;m(�; '); (3.24)

onde 	l;m s~ao os harmônicos esf�ericos. A equa�c~ao de movimento toma a forma

f

r2û

@

@r

�
�r2f @û

@r

�
+ f

l (l + 1)

r2
� @2û

@t2
= 0; (3.25)

onde l �e a constante que provêm da separa�c~ao de vari�aveis. A partir daqui �e conveniente

introduzir a coordenada tartaruga, de�nida como segue:

d

dr�
� f (r)

d

dr
: (3.26)

Com isto a equa�c~ao (3:25) �ca

d2u

dr2�
+ 2f (r)

du

dr�
�
�
f (r) l (l + 1)

r2
� !2

�
u = 0; (3.27)

onde usamos û = u (r) exp (i!t) : Esta �e uma equa�c~ao diferencial linear de segunda ordem

da forma [60],

d2y

dx2
+ a(x)

dy

dx
+ b(x)y = 0; (3.28)

Usando a transforma�c~ao

u (r) = � (r) exp

�
�1
2

Z r

c (z) dz

�
; (3.29)

a equa�c~ao (3:27) torna-se

d�

dr2�
+ I � = 0; (3.30)

onde I �e dado pela express~ao

I = b� 1
4
a2 � 1

2

da

dr�
: (3.31)
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Logo, temos que a equa�c~ao (3:30) �ca como

d�

dr2�
+
�
!2 � Vef

	
� = 0; (3.32)

com Vef sendo o potencial efetivo dado por

Vef = f (r)

�
l (l + 1)

r2
+
2M

r3

�
: (3.33)

Note que r = r (r�), dado por

r� = r + 2M log
� r

2M
� 1
�
+ const: (3.34)

A express~ao do potencial (3:33) nos servir�a para determinar a estabilidade mediante o

m�etodo de Wald [24], na equa�c~ao (3:39)

A seguir, depois da transforma�c~ao (3:29) ;a equa�c~ao de movimento (3:25) toma a forma

@2û

@t2
� @2û

@r2�
+ Vef û = 0: (3.35)

De�ne-se o operador

Ô = � d2

dr2�
+ Vef ; (3.36)

que �e positivo e autoadjunto no espa�co de Hilbert L2 (r�) de fun�c~oes de quadrado in-

tegr�avel de r�. Multiplicando por @û=@t; onde û �e conjugada, e integrando em r�, obtemos

Z
@û

@t

@2û

@t2
dr� = �

Z
@û

@t
Ôûdr�: (3.37)

Adicionando a esta equa�c~ao a sua conjugada complexa e levando em conta que Ô �e

autoadjunto, temos

+1Z
�1

@

@t

"����@û@t
����2 + ���� @û@r�

����2 + Vef jûj2
#
dr� = 0 (3.38)
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ou
+1Z
�1

(

����@û@t
����2 + ���� @û@r�

����2 + Vef jûj2)dr� = C (3.39)

Esta equa�c~ao �e v�alida para qualquer t. Quando o potencial Vef �e positivo, as perturba�c~oes

s~ao limitadas por C; elas n~ao podem aumentar exponencialmente, a �m de satisfazer

(3:39) : Assim, as perturba�c~oes n~ao podem crescer. Se o potencial Vef for negativo, per-

turba�c~oes ir~ao aumentar para satisfazer a rela�c~ao. Isto quer dizer que para qualquer sinal

de Vef a varia�c~ao @tû deve de alguma forma compensar o valor do potencial para que

(3:38) continue constante. Com o potencial positivo a estabilidade das perturba�c~oes �e

garantida. Este crit�erio somente descarta perturba�c~oes que cres�cam exponencialmente

com o tempo mas n~ao �e indicativo de estabilidade para perturba�c~oes que tenham outro

tipo de dependências como a dependência linear, por exemplo.

Deste modo, neste cap��tulo introduzimos o m�etodo de Moncrief para analisar a esta-

bilidade linear de um sistema esf�erico sim�etrico. Este m�etodo baseia-se na conserva�c~ao do

tensor energia momento das perturba�c~oes, o qual foi obtido por meio da m�etrica efetiva,

onde n~ao s~ao necess�arios maiores c�alculos, salvo a determina�c~ao do sinal da integral (3:20).

Com o �m de comparar o resultado, o m�etodo da positividade do potencial tamb�em foi

descrito. No seguinte cap��tulo ambos m�etodos ser~ao aplicados a um mesmo sistema e

veremos que o m�etodo de Moncrief �e muito mais simples e r�apido.
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Cap��tulo 4

Aplica�c~ao dos m�etodos apresentados

no Cap��tulo 3

4.1 Acre�c~ao do condensado fantasma

Este cap��tulo �e dedicado �a analise do comportamento da acre�c~ao do condensado fantasma

sob a inuência de um buraco negro de Schwarzschild. Este condensado, introduzido por

Arkani-Hamed [21], representa uma modi�ca�c~ao da gravita�c~ao no regime infravermelho,

e consiste no uso de um termo cin�etico n~ao canônico para campo escalar1. O uido tem

uma equa�c~ao de estado p = ��; que descreve o condensado durante algum momento

da evolu�c~ao cosmol�ogica (que poderia ser ajustado para ser hoje) que leva o universo a

expandir aceleradamente. A lagrangiana do campo escalar se acopla minimamente com a

a�c~ao de Einstein, tal que

S =

Z
fR + L(W )g d4x: (4.1)

Um exemplo simples para a lagrangiana do condensado fantasma �e dado por [22]

L(W ) = 1

2
(W � A)2: (4.2)

1considerada anteriormente em modelos hoje conhecidos como K-ina�c~ao [61]
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A �e uma constante que, como veremos adiante, ser�a restrita ao intervalo A � 1. Sendo

descrito por uma teoria escalar o condensado fantasma tem por equa�c~ao de movimento a

equa�c~ao (2.26) e que, no caso da lagrangiana dada em 4.2, toma a forma

�p
�gLWg���;�

�
;� = 0: (4.3)

O tensor momento energia �e dado pela equa�c~ao (2.23) e pode ser reinterpretado em termos

de um uido perfeito irrotacional. A velocidade deste uido pode ser escrita em termos

de uma 4-velocidade u� � r��p
W
; com W > 0: Assim o tensor �e dado por [62].

T�� = (�+ p)u�u� + pg��; (4.4)

onde

� = (LW � L) ; p = L: (4.5)

O "parâmetro"da equa�c~ao de estado e a velocidade do som, que s~ao quantidades impor-

tantes na descri�c~ao do uido, vêm dados respectivamente por

! � p

�
=

W � A

3W + A
; c2s �

dp

d�
=

W � A

3W � A
: (4.6)

Da primeira express~ao vemos que quando W � A o uido se comporta como radia�c~ao,

quando W = A o uido se torna do tipo poeira e para W < A se torna inst�avel por

conta da negatividade de c2s. Note que a positividade da velocidade do som pode ser

usada para determinar estabilidade somente no caso de perturba�c~oes de freq�uências baixas

comparadas com o potencial efetivo [63]:

Daqui em diante faremos a hip�otese de que o uido est�a sendo acrescido num buraco

negro de Schwarzschild, cuja geometria �e descrita pela m�etrica

ds2 = fdt2 � f�1dr2 � r2d
2; (4.7)
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onde f(r) =
�
1� rg

r

�
.

Para a acre�c~ao ser considerada estacion�aria o uxo do campo do fundo n~ao deve variar

com o tempo, isto �e $@t(r��) = @�@t� = 0. Esta condi�c~ao limita a con�gura�c~ao do campo

do fundo �a forma

�0 = t+  (r) : (4.8)

Substituindo isto na equa�c~ao de movimento para �0 (4:3) ; obtemos

LW @�r = �
r2g
r2
; (4.9)

onde @�r � f @r , r
� �e a coordenada tartaruga [22], e � �e uma constante de integra�c~ao

que determina a taxa de acre�c~ao do condensado atrav�es de

�
m = 4�r2T rt = 4��r

2
gM

4: (4.10)

Introduzindo a nota�c~ao2,

v � @�r = f@r ; (4.11)

e substituindo-a na equa�c~ao (4:9) ; obtemos

�
1� v2

f
� A

�
v

(1� f)2
= �: (4.12)

Longe do buraco negro onde f � 1; esta equa�c~ao se reduz a

v2 = 1� A; (4.13)

deste modo devemos nos restringir a valores de A � 1; caso contr�ario as solu�c~oes da

equa�c~ao (4:9) seriam complexas. Assim, escolhemos A = 3
4
e construiremos o gr�a�co para

as curvas v(f) para diferentes valores de � em Fig.4.1 3

2No apêndice B se demonstra que v �e a velocidade radial do uido
3Estas trajet�orias foram obtidas de forma anal��tica em [10] para o caso de acre�c~ao de um uido numa

estrela newtoniana, como discutido no apêndice C
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Figura 4.1: Diagrama de fase da solu�c~ao do fundo da equa�c~ao (4:12)

Todas as trajet�orias convergem no horizonte (f = 0) e no in�nito (f = 1) aos pontos

(0; 0) ; (0; 1) ; (1; 0) ; 1;
p
1� A; para A = 3

4
(a parte negativa de v representa a trajet�oria

inversa e n~ao �e mostrada na �gura). Existe um ponto onde as duas curvas se cortam,

o chamado ponto cr��tico. As curvas na Fig.4.2 correspondem a um � espec���co, � =

1:51833455.

A particularidade destas curvas �e que podem representar o processo de acre�c~ao do

uido em acre�c~ao. A curva (1) come�ca no ponto
�
1;
p
1� A

�
e termina no horizonte de

Schwarzschild (0; 0), passando pelo ponto cr��tico; e a curva (2) descreve o uxo que vem

do in�nito, passa pelo ponto cr��tico at�e chegar no horizonte. A curva que mais se adapta �a

con�gura�c~ao que desejamos descrever �e a trajet�oria (2), ou seja um uido homogeneamente

distribu��do no in�nito que vai se precipitando no horizonte. O ponto cr��tico �e de�nido

como aquele que o diferencial total da equa�c~ao (4:12) se torna degenerado [22], ou seja,

quando os coe�cientes da seguinte express~ao

3v2 � 1 + Af
f (1� f)2

dv � (1� v2) (1� 3f) + 2Af 2

f 2 (1� f)3
vdf = 0;
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Figura 4.2: Solu�c~ao para � = 1:51833455

se anulam. Assim, o ponto cr��tico �e dado pelos pontos (v�; f�) dados por

v2� =
A+

p
A2 � 36A+ 36
18

; f 2� =
1� 3v2�
A

: (4.14)

Quando o valor de A = 3
4
�e substitu��do em (4:14) obtemos o ponto cr��tico (v�; f�) =

(0:46; 0:52). Este ponto cr��tico �e na verdade o horizonte sônico, rs que por de�ni�c~ao

satisfaz

egrr (rs) = 0: (4.15)

Em termos de v e f este �e escrito, usando (2:35) e (4:11) ; como segue:

egrr (v; f) = f (3v2 + Af � 1)
(1� v2 � A)

p
(1� v2 � A) (3 (1� v2)� A)

: (4.16)

Assim, podemos substituir os pontos (4:14) em egrr (v; f) e veri�car a sua anula�c~ao,
egrr (v�; f�) = 0: (4.17)

Lembre que v e f s~ao fun�c~oes de r. Portanto, da Fig.4:2; a trajet�oria (2) se torna su-
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persônica depois de passar pelo ponto cr��tico at�e o horizonte de Schwarzschild.

Ao substituir os pontos cr��ticos dados pela equa�c~ao (4:14) na equa�c~ao (4:12) obtemos

a varia�c~ao de � em fun�c~ao de A em (Fig. 4.3). O coe�ciente � vai aumentando a partir

do m��nimo conforme A dimunui. Por outro lado, a densidade do condensado no in�nito

tende a zero, o que resulta numa acre�c~ao independente da massa do uido como esperado

neste tipo de acre�c~ao (acre�c~ao de Bondi) [10]. Deste modo, o parâmetro � �e aquele que

determina a acre�c~ao do uido.

Com isto completaremos a breve descri�c~ao do sistema e na se�c~ao seguinte analisare-

mos, usando estas de�ni�c~oes, a estabilidade do sistema com os dois m�etodos diferentes

apresentados no cap��tulo anterior.

Figura 4.3: Dependência de � com a parâmetro A (�gura reproduzida de [22])

4.2 Aplica�c~ao do M�etodo da Integral

Nesta se�c~ao estudaremos a estabilidade do modelo de Frolov descrito na se�c~ao 4:1. Vimos

que a taxa de varia�c~ao da energia das perturba�c~oes �e dada pela equa�c~ao

d eE
dt
=

Z p
�~g(�1;t)2egrt���

rs
d�d'; (4.18)
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aplic�avel a qualquer lagrangeano dependente do termo cin�etico W e do campo escalar �.

Se substitu��mos a forma da m�etrica efetiva da equa�c~ao (2:35), temos,

d eE
dt
=

Z
(�1;t)

2
�
r2 sin �

�
LWgrt + 2LWWg

r�gt��0;� �0;�
����

rs
d�d': (4.19)

Lembrando que o modelo de Frolov considera uma m�etrica de fundo com simetria esf�erica,

(a m�etrica de Schwarzschild) os elementos n~ao diagonais que aparecem em (4:19) se anu-

lam. Isto nos deixa com a express~ao,

d eE
dt
= �2

Z
r2sen� ;r�

2
1;td�d'

����
rs

: (4.20)

Como j�a foi salientado, o importante �e saber o sinal da equa�c~ao (4.20). Na integral vemos

que o termo que de�ne o sinal de d eE=dt �e a fun�c~ao  ;r. Segue da curva da Fig. 4:2 que
ele tem sinal positivo. Portanto, dfE=dt < 0. Isto signi�caria que o sistema �e est�avel,

por�em, antes �e preciso de�nir se a energia das perturba�c~oes eE �e positiva para poder

garantir estabilidade. Vê-se da equa�c~ao (2:59) que a energia �e positiva se as componentes

espaciais egii s~ao negativas. Da de�ni�c~ao da m�etrica efetiva dada na express~ao (2:35) o
sinal das componentes �e determinado unicamente por

M�� = LWg
�� + 2LWWg

��g���;� �;� :

As componentes angulares eg�� e eg�� s~ao facilmente reconhecidas como positivas levando
em conta que LW satisfaz a express~ao (2.25),

M �� = �LW
r2
; (4.21)

M'' = � LW
r2 sin �

: (4.22)
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Entretanto a componente radial egrr �e composta de dois termos:
M rr = �LWf + 2LWWf

2(@r )
2; (4.23)

o que torna dif��cil a determina�c~ao mediante apenas esta express~ao. Para poder dizer que

a componente egrr �e negativa, �e necess�ario que esta satisfa�ca as condi�c~oes
egrr(Rs) = 0; (4.24)

degrr
dR

����
Rs

� 0; (4.25)

onde Rs = 2Mrs �e o horizonte sônico adimensional. egrr(Rs); em termos de v � f@r e

f; egrr(v�; f�); �e dado pela equa�c~ao (4:16) que se anula para qualquer A num s�o ponto, o

horizonte sônico, e continua diminuindo at�e o in�nito como mostra a Fig. 4.6

Considerando que egrr = egrr (v (f)) a segunda condi�c~ao se escreve como,
degrr
dR

����
Rs

=
degrr
df

df

dr
� 0; (4.26)

na qual o ponto cr��tico (horizonte sônico) v�; f� �e substitu��do para obter uma fun�c~ao

dependente de A: A express~ao da fun�c~ao resultante �e bastante extensa, mas o comporta-

mento decrescente �e mostrado no gr�a�co a seguir:

A
0,5 1 1,5

d
d R

g
w rr

1,5

1

0,5

0

Figura 4.4: Varia�c~ao de degrr=dR com rela�c~ao a A
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Claramente podemos observar que degrr
dR

�e negativa para qualquer valor de A < 1.

Com este resultado as condi�c~oes (2.55) s~ao satisfeitas e se comprova que egrr �e negativa
para todo A fora do horizonte sônico: Tendo comprovado a positividade da energia das

perturba�c~oes podemos concluir, com isto, que a derivada de d eE=dt �e negativa o que
garante a estabilidade do sistema. Este m�etodo �e simples e direto e constitui um maneira

alternativa aos m�etodos convencionais para o estudo de estabilidade. A vantagen deste

m�etodo est�a em n~ao ser preciso resolver a equa�c~ao de movimento do fundo nem a das

perturba�c~oes, e ele �e gen�erico j�a que pode ser aplicado a qualquer teoria n~ao linear escalar

que satisfa�ca as condi�c~oes (2:55).

4.3 M�etodo do Potencial Efetivo

Nesta parte faremos uma aplica�c~ao do m�etodo do potencial descrito na se�c~ao 3:2. Para

poder resolver analiticamente a equa�c~ao de movimento (3:22) para obter o potencial efe-

tivo. Precisamos primeiro diagonalizar a m�etrica efetiva que apresenta elementos n~ao

diagonais na equa�c~ao (2:35). Ter elementos n~ao diagonais na m�etrica �e inconveniente

na hora de resolver a equa�c~ao de movimento por que faz com que apare�cam elementos

cruzados, di�cultando a aplica�c~ao do m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis. A diagonaliza�c~ao

da m�etrica se faz mediante a transforma�c~ao de coordenadas:

dt = dt0 � egrtegtt dr0;
dr = dr0: (4.27)

utilizaremos R = r=2m como coordenada adimensional, onde r �e a coordenada radial de

Schwarszchild. A transforma�c~ao em (4:27) tem como resultado para cada componente da
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m�etrica a seguinte mudan�ca (a nova m�etrica efetiva ser�a denotada por eG��) :
eGtt =

egttegrr � (egrt)2egrr ;

eGrr = egrr; (4.28)

eG�� = eg��;
eG'' = eg'':

A nova m�etrica efetiva diagonalizada �e eG�� , apresenta um comportamento muito similar

com a m�etrica do fundo g�� . As componentes temporais da m�etrica efetiva e do fundo

respectivamente, s~ao mostradas na �gura 4.5.

(1) (2)

1 1.91 4
R

1

1

gtt e.. G
tt

Figura 4.5: Diagrama da componente temporal tt da m�etrica de fondo gtt ( curva 1) e da

m�etrca efetiva eGtt (curva 2):
As componentes radiais eGrr e grr, como esperado, se anulam nos horizontes e no

in�nito se tornam constantes, mostradas em Fig. 4.6.

Da de�ni�c~ao do horizonte podemos encontrar a posi�c~ao do horizonte sônico por meio

de eGrr(Rs) = 0; (4.29)

que fornece o valor de Rs = 1:91, conforme o encontrado na se�c~ao 4:1:
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(2)

(1)

1 1.91 4
R

1

1

grre.. G
rr

Figura 4.6: Diagrama da componente rr da m�etrica de fondo grr (curva 1) e da m�etrica

efetiva eGrr (curva 2)
Substituindo a m�etrica efetiva diagonalizada eG�� na equa�c~ao de movimento, temos,

@�

�peG eG��@��1� = 0: (4.30)

Pelo m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis escrevemos,

�1 = exp(�i!t)�(r)Ylm(�; '); (4.31)

(de agora em diante dispensaremos as "tildes"das coordenadas r0 e t0), que substitu��da na

equa�c~ao (4.30), fornece

d

dr

�
r2LW
�

eGrr d�(r)
dr

�
+

�
l (l + 1)�

r2 eGtt � !2
�
r2 eGtt LW

�
�(r) = 0 (4.32)

com

� �
�
�(M ttM rr �M rt)

�� 1
2 : (4.33)

Como na se�c~ao 3:2, �e conveniente de�nir a coordenada �� de tal maneira que

dr = � eGrrLWd��: (4.34)
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Esta coordenada �e an�aloga �a coordenada tartaruga de�nida na se�c~ao 3:2, utilizada para

analisar o problema da estabilidade dos buracos negros [59]:A rela�c~ao entre as coordenadas

radiais �� e r �e mostrada na Fig. 4.7. Vemos que o horizonte de Schwarzschild foi deslocado

para �� = �1 de forma tal que o intervalo (2m;1) na coordenada R corresponde ao

intervalo (�1;1) na coordenada ��. De fato a integral de (4:34) n~ao pode ser calculada

R
3 4 5 6 7 8 9

r)

20

10

0

10

20

Figura 4.7: Comportamento de �� em fun�c~ao de R

analiticamente, a �gura �e obtida atrav�es de c�alculos num�ericos usando um ajuste da

trajet�oria do campo do fundo. A proposta para tal fun�c~ao �e a express~ao

v =
(f � 1)2

1� 0:8599f � 0:0003f: (4.35)

O gr�a�co desta fun�c~ao, comparado com a curva correspondente do diagrama de uxo da

Fig. 4.2, permite ver que a equa�c~ao (4:35) fornece um bom ajuste (Fig. 4.8).

Usando a coordenada tartaruga a equa�c~ao (4:32) pode ser reescrita como

d

d��

�
r2

�

d�

d��

�
�
�
l (l + 1)�

r2 eGtt � !2
�
F eGttL2W � = 0; (4.36)

47



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f

v

Figura 4.8: Compara�c~ao das curvas das solu�c~oes das equa�c~oes (4:12) representada pela
curva de cor vermelho e (4:35) representada pela curva tracejada.

ou ainda

d2�

d��
+
1

r2
d

d��

�
r2

�

�
d�

d��
+

�
l (l + 1)�

r2 eGtt � !2
�
F eGttL2W � = 0: (4.37)

Novamente nos deparamos com um termo em primeira derivada o qual pode ser eliminado

por meio de uma nova mudan�ca de coordenadas [60]. Esta equa�c~ao têm a forma (3:28),

assim a transforma�c~ao (3:29) �e aplic�avel. Depois da transforma�c~ao a equa�c~ao (4:37) toma

a forma de uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem sem derivada primeira,

d2�

d�2�
+ I � = 0:

Novamente

I = (!2 � Vef (r));
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onde o potencial efetivo �e dado por

Vef =
l (l + 1)�eGttr2 � 1

4

�
1

r2
d

d��

�
r2

�

��2
� 1
2

d

d��

�
1

r2
d

d��

�
r2

�

��
: (4.38)

Vef �e representado em fun�c~ao de R na Fig 4.9 para v�arios valores de l:

1.91 6 12
R

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

4 m2 Vef

l 5

l 2

l 0

Figura 4.9: Potencial efetivo das perturba�c~oes em fun�c~ao da coordenada R

Como no caso de Schwarzschild, o potencial �e zero no horizonte sônico. O gr�a�co de

Vef em fun�c~ao da coordenada �� para diferentes valores de l se apresenta na Fig. 4:10.

Mas para o prop�osito de an�alise da estabilidade precisamos do potencial na coordenada ��:

Este, foi obtido numericamente e comprova a positividade do potencial das perturba�c~oes o

que �e su�ciente para estabelecer estabilidade do sistema, como visto em [24]. O potencial

efetivo das perturba�c~oes pode ser comparado com o potencial efetivo de Schwarszchild,

Vs; se obtemos este em fun�c~ao da mesma coordenada ��. Na equa�c~ao (3:33) o potencial

Vs �e dado na coordenada R; mas fazendo uso da transforma�c~ao da equa�c~ao (4:34) da

coordenada tartaruga cujo gr�a�co �e mostrado na Fig.4.11. Este gr�a�co foi obtido tamb�em

numericamente e parece estar incompleto, dado que o horizonte sônico est�a fora da regi~ao

do horizonte de Schwarszchild para qualquer transforma�c~ao. Agora que obtivemos o Vs

em fun�c~ao de ��; podemos comparar ambos os gr�a�cos e observar que o potencial de

Schwarszchild �e maior que o potencial das perturba�c~oes.
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4.4 Compara�c~ao dos dois m�etodos

Nas se�c~oes anteriores, descrevemos uma aplica�c~ao de dois m�etodos para a analisar estabil-

idade linear. No m�etodo da integral da energia foi not�avel a facilidade. Usando a m�etrica

efetiva �e poss��vel separar as perturba�c~oes do campo de fundo. Com isto as perturba�c~oes

se propagam num espa�co-tempo efetivo, que herda propriedades da m�etrica do fundo, por

exemplo a assintarua e as simetrias da mesma. O m�etodo �e aplic�avel �a qualquer teoria

de campos escalares que satisfa�ca as condi�c~oes (2:25; 2:55) para garantir admissibilidade

f��sica. A varia�c~ao da energia com o tempo, de�nida pela integral (3:20) ; �e dependente

unicamente do sinal da integral, sendo que esta �e uma condi�c~ao su�ciente para garantir

estabilidade linear. �E importante salientar que n~ao �e necess�ario conhecer a forma da per-

turba�c~ao nem da solu�c~ao do fundo, j�a que ela aparece na integral como sua derivada ao

quadrado, garantindo a positividade.

O m�etodo da positividade do potencial efetivo serve para estudar a estabilidade linear

do sistema. O potencial efetivo pode ser relativamente simples no caso descrito na se�c~ao

3:2; mas nos casos mais complexos como o do nosso (a acre�c~ao esf�erica de um campo

escalar num buraco de Schwarzschild) se torna um trabalho que precisa de muitos c�alculos

frequentemente pesados. A fun�c~ao expl��cita do campo escalar de fundo e das perturba�c~oes

s~ao necess�arias neste m�etodo.
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Figura 4.10: Potencial efetivo na coordenada ��

Figura 4.11: Potencial efetivo de Schwarzschild em coordenada ��
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Cap��tulo 5

Conclus~oes e Perspectivas

Neste trabalho analisamos a estabilidade de um sistema formado pela acre�c~ao de um

uido fantasma ao buraco negro de Schwarzschild. Este sistema resultou ser est�avel sob

perturba�c~oes lineares. Usamos dois m�etodos para analisar a estabilidade. O m�etodo da

integral de energia das perturba�c~oes, estudado por Moncrief, que consiste em estabelecer

o sinal da varia�c~ao da energia com o tempo, dado por uma integral de superf��cie. A

an�alise atrav�es deste m�etodo �e direta e permite resolver o problema da estabilidade em

poucos passos. A integral de superf��cie �e obtida a partir do vetor de Killing temporal

do sistema. A generalidade do m�etodo tamb�em reside em que n~ao �e necess�ario conhecer

a fun�c~ao expl��cita do fundo nem resolver a equa�c~oes de movimento das perturba�c~oes do

campo escalar. O segundo m�etodo utilizado foi o da positividade do potencial efetivo

das perturba�c~oes. Este implica, em oposi�c~ao ao primeiro, conhecer as solu�c~oes de fundo

atrav�es da resolu�c~ao da equa�c~ao de movimento e conhecer tamb�em a dependência da

perturba�c~ao. Esta tarefa requer c�alculos muito mais complexos. �E importante notar

ainda que o m�etodo da integral de Moncrief fornece uma condi�c~ao necess�aria e su�ciente

para a estabilidade, enquanto o m�etodo da positividade do potencial fornece somente uma

condi�c~ao necess�aria.

Este trabalho pode ser estendido para estudar a estabilidade de sistemas que envolvem

outros vetores de Killing, que, quando combinados com outros tensores conservados no
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espa�co-tempo gerado pela m�etrica efetiva, podem relacionar a derivada temporal de quan-

tidades conservadas a integrais de superf��cie. Assim, seria poss��vel avaliar a estabilidade

do sistema em quest~ao frente a perturba�c~oes de um tipo diferente das escalares. Por

exemplo, a generaliza�c~ao poderia ser aplicada a sistemas onde as perturba�c~oes tenham

momento angular n~ao nulo. Existe ainda a possibilidade de estudar a estabilidade as-

sociada a tensores de Killing, tal como o associado �a m�etrica de Kerr, que d�a origem a

constante de Carter [64]. Por �ultimo, �e importante notar que o m�etodo da integral pode

ser aplicado ao caso de sistemas nos quais a dinâmica das perturba�c~oes �e caracterizada

pela m�etrica efetiva mais outros graus de liberdade. Este �e o caso dos uidos com vor-

ticidade n~ao nula [65], e das estrelas newtonianas politr�opicas [66]. No primeiro caso,

as perturba�c~oes da velocidade est~ao acopladas com as perturba�c~oes da vorticidade. j�a

no segundo, as perturba�c~oes ao potencial newtoniano se acoplam com as associadas �a

densidade. Em regimes tais que estas quantidades se desacoplam, �e poss��vel determinar

a estabilidade usando o m�etodo integral.
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Apêndice A

Solu�c~oes estacion�arias e Simetria de

Shift

Foi apontado no cap��tulo 1 que as solu�c~oes estacion�arias das teorias de campos escalares

devem necessariamente apresentar simetria de shift [67]. Esta simetria pode se manifestar

atrav�es do pr�oprio campo escalar original ou atrav�es de uma rede�ni�c~ao. Como veremos,

a explora�c~ao desta simetria nos permitir�a obter as condi�c~oes que as con�gura�c~oes esta-

cion�arias devem satisfazer e assim encontrar um conjunto de solu�c~oes admiss��veis e a forma

da lagrangiana que as rege. Primeiro, estabelecendo que a rede�ni�c~ao do campo escalar,

n~ao afeta nehum observ�avel e segundo que os campos � e e�; relacionados pela express~ao
� = �

�e�� ; descrever~ao o mesmo fenômeno. As quantidades como a energia, densidade
e velocidade do som depois desta rede�ni�c~ao se transformar~ao de forma covariante, en-

quanto outras quantidades como a m�etrica efetiva se transformar~ao conformalmente, isto

�e sem afetar a causalidade.

Veremos as condi�c~oes de estacionariedade. Se por de�ni�c~ao a con�gura�c~ao estacion�aria

vem dada por $tT�� = 0, substituindo o tensor momento energia se tem

$tT�� = ($tLW ) @��@��� g��$tL+ LW [($t@��) @��+ ($t@��) @��] = 0: (A.1)
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Multiplicando g�� obtemos

g��$tT�� = $tT
�
� = $t (WLW � 4L) = 0: (A.2)

Se introduz o projetor

P�� = g�� �
@��@��

W
; (A.3)

que, multiplicado �a eq A.1, resulta em P��$tT�� = LWP�� ($t@��) @�� = 0. A esta-

cionariedade ent~ao implica em

P�� ($t@��) = 0; (A.4)

que pode ser rescrito como

$t

�
r��p
2X

�
= 0: (A.5)

Com isto chegamos �a condi�c~ao que o campo escalar deve satisfazer para ter solu�c~oes

estacion�arias. Para o caso hidrodinâmico onde u� = r��p
2X
implica tamb�em,

$t" = $tu
� = $tp = 0; (A.6)

onde " = WLW � L �e a densidade de energia e p a press~ao. A equa�c~ao (A:5) tem como

solu�c~ao geral uma fun�c~ao do tipo

� = �
�
t+  

�
xi
��
: (A.7)

Para obter as lagrangianas que admitem este tipo de solu�c~oes estacion�arias partimos

novamente de $tT�� = 0 que, multiplicada por P
�� ; resulta em P ��$tT�� = �3$tL = 0:

Isto leva �a

$tL = 0; (A.8)

que para o caso hidrodinâmico signi�ca que a press~ao �e constante. Combinando (A:8) e
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(A:2) se tem

$t (WLW ) = 0: (A.9)

Ambas as equa�c~oes, (A:8) e (A:9) proporcionam uma equa�c~ao diferencial parcial de se-

gunda ordem

2WLW� � (2WLWW + LW )
L�
LW

= 0; (A.10)

que reescrita �e

@ ln (L�=LW )
@ ln(2W )

= 1: (A.11)

Esta equa�c~ao fornece uma solu�c~ao de uma lagrangiana geral do tipo

L (�;X) = F (X exp [f (�)]) : (A.12)

Este tipo de lagrangiana guarda uma simetria de shift, por exemplo , �e poss��vel rede�nir

o campo tal que e� = Z d� exp

�
f (�)

2

�
esta rede�ni�c~ao faz com que L (�;X) = F

� eX� : Desta maneira todas as teorias escalares
que permitem con�gura�c~ao estacion�aria têm necessariamente simetria de shift, direta-

mente ou depois de aplicar uma rede�ni�c~ao.
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Apêndice B

Acre�c~ao de Bondi

A acre�c~ao esf�erico sim�etrica e estacion�aria por uma estrela newtoniana foi investigada

por Bondi [10]. Mais especi�camente, uma estrela em repouso de massa M embebida

num uido de extens~ao in�nita, com press~ao p1 e densidade �1 no in�nito. O uido se

movimenta radialmente com velocidade v em dire�c~ao �a estrela. Assumindo que n~ao h�a

transferência de calor entre o sistema e o entorno, a press~ao e a densidade se relacionam

mediante a express~ao

p

p1
=

�
�1
�

�
; (B.1)

onde  �e a constante adiab�atica. As equa�c~oes que regem o problema s~ao as equa�c~oes de

continuidade e de Bernoulli, respectivamente. Tomando r como a coordenada radial e v

a velocidade entrante, estas se reduzem �a

4�r2�v = A; (B.2)

v2

2
+

�
 � 1


�
p1
�1

"�
�

�1

��1
� 1
#
=
GM

r
; (B.3)

onde a equa�c~ao (B:1) foi usada na equa�c~ao (B:2) e A �e a taxa de acre�c~ao eG a constante de

gravita�c~ao universal. Estas equa�c~oes podem ser escritas de forma adimensional mediante
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as seguintes transforma�c~oes.

r = xGM=c2

v = yc (B.4)

� = z1:

Assim, equa�c~oes (B:2) e (B:3) transforman-se em

x2yz = �; (B.5)

1

2
y2 +

(z�1 � 1)
 � 1 =

1

x
; (B.6)

onde � se relaciona com a taxa de acre�c~ao como segue

A = 4�� (GM)2 c�3�1: (B.7)

Temos duas equa�c~oes (B:5) e (B:6) para três vari�aveis x; y; z: Portanto, �e necess�ario

introduzir uma nova vari�avel auxiliar u,

u = yz�
(�1)
2 : (B.8)

Substituindo (B:8) em (B:5) e resolvendo para y e z, temos

y = u
2

�1
�
�=x2

�(�1)=(+1)
(B.9)

z =
�
�=x2u

� 2
�1 (B.10)

Esta nova transforma�c~ao (B:8) permite escrever ambas equa�c~oes numa equa�c~ao s�o, tal

que

f (u) = ��2
(�1)
+1 g (x) ; (B.11)
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onde

f (u) = u
4

+1

�
1

2
+

1

 + 1

1

u2

�
; (B.12)

g (x) =
x4(�1)=(+1)

 � 1 + x�(5�3)=(+1): (B.13)

Mediante (B:4) podemos ver que a forma como a vari�avel u �e constru��da para auxiliar a

resolu�c~ao das equa�c~oes (B:5) e (B:6) tem um signi�cado f��sico de taxa entre a velocidade

do uido v e a velocidade do som c: O estudo das fun�c~oes f (u) e g (x) fornecer�a a evolu�c~ao

de u com x. Os m��nimos das fun�c~oes f (u) e g (x) respectivamente s~ao

f (um = 1) =
1

2

 + 1

 � 1 = fm; (B.14)

e

g

�
xm =

1

4
(5� 3)

�
=
1

4

 + 1

 � 1

�
1

4
(5� 3)

�(5�3)=(+1)
= gm; (B.15)

onde um e xm s~ao os valores das vari�aveis onde f e g tem valor m��nimo. Introduzindo

Estes valores na equa�c~ao (B:11) vemos que � n~ao pode exceder um valor cr��tico dado por

�c =

�
fm
gm

�(+1)=(2�2)
=

�
1

2

�(+1)=(2�2)�
5� 3
4

��(5�3)=(2�2)
: (B.16)

Dado que a acre�c~ao se relaciona com o parâmetro �, ent~ao podemos dizer que a acre�c~ao

tamb�em n~ao pode exceder o valor dado por

A = 4��c (GM)
2 c�3�1; (B.17)

em vista da rela�c~ao (B:7). Este ponto cr��tico nos brinda uma forma de analisar as difer-

entes trajet�orias da solu�c~ao para poder entender a evolu�c~ao de u.

Fixando o valor de  = 7=5 procedemos a fazer o gr�a�co. Primeiro assumimos um

valor � = 1
4
�c que substitu��do na equa�c~ao (B:11) fornece uma rela�c~ao de x e u. A curva

obtida �e representada na �gura (B.1) pelas linhas (1). O processo se repete para � = �c

linhas (2), 4�c linhas (3):
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Figura B.1: u como fun�c~ao de x para  = 7=5

A condi�c~ao de contorno no in�nito implica que u deve ser muito pequeno quando

aproxima-se ao in�nito, isto descarta a curva A0B0C 0:

Para curvas com � < �c (trajet�orias 1) o m�aximo, B; �ca mais alto comforme x vai

diminuindo. Por sua vez u �e sempre menor que 1 descrevendo um uido subs�onico.

Para � = �c (trajet�orias 2) h�a duas trajet�orias poss��veis vindo de A, ir para o ponto

C ou continuar at�e o ponto C�. A primeira alternativa �e descartada por ter uma tangente

discontinua. A segunda �e uma curva cont��nua e mon�otona a qual descreve um estado do

sistema diferente ao do caso para � < �c:

Para � > �c a curvas tem um comportamento indicado na �gura (trajet�orias 3) onde

n~ao existe solu�c~oes poss��vel.

Este apêndice mostra como �e poss��vel fazer o gr�a�co (4:1) de maneira qualitativa para

cada trajet�oria. Embora a equa�c~ao (B:11) seja diferente da equa�c~ao (4:12) ; esta an�alise

pode ser aplicada mediante a rela�c~ao do parâmetro � e o �, ambos relacionados com a

taxa de acre�c~ao. No procedimento feito em Frolov a equa�c~ao de movimento prov�em do

tratamento do problema atrav�es do formalismo lagrangiano que resulta diretamente numa

equa�c~ao s�o e n~ao foi necess�ario fazer as transforma�c~oes de vari�aveis feitas no trabalho de
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Bondi. Al�em disso o parâmetro  n~ao est�a envolvido explicitamente na an�alise.
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